Dalinés iSvestinés apibréZimas

SVARBU!!! Tarkime, kad funkcija z = f(x,y) yra apibrézta srityje D, o taskas M (x,, yo) Yra vidinis srities
D taskas. Jei argumentui y suteiksime pastovig reikSme y,, tai gausime vieno kintamojo x funkcijg z =
f(x,v0). Apskaiciuosime §ios funkcijos pokyti, kuris atsiranda dél argumento pokycio Ax. Jj zymésime A,z ir
vadinsime daliniu funkcijos poky¢iu. Tai

Az = f(xo + Ax,y0) — f (X0, Yo)-
Analogiskai apibréziame pokyti

Ayz = f(xo,Y0 + Ay) — f(x0,¥0)-
Pokytis, kuris atsiranda pakitus abiems argumentams x ir y, vadinamas pilnuoju ir zymimas Az.

Az = f(xo + 4x, 0 + Ay) — f (x0, Yo)-

Bendru atveju 4z # A,z + 4, z.
Kadangi funkcija z = f(x,y,) yra vieno kintamojo funkcija, tai galima kalbéti apie jos diferencijavima
kintamojo x atzvilgiu, kai kitas argumentas fiksuotas.

Taip gauta funkcijos iSvestin¢ vadinama daline iSvestine kintamojo X atzvilgiu ir zymima Z—)ZC arba z’,.
Pagal i§vestinés apibrézima
07 _ Az [+ 8%50) = fGxo00)

— = lim
0x 4x-0 Ax  Ax—0 Ax

jei $i riba egzistuoja ir yra baigtiné.

Analogiskai apibréziama z = f(x,, y) daliné iSvestiné y atzvilgiu:
0z I Ayz lim f(x0,¥0 + 4y) — f (x0,¥0)

ay Ay 50 Ay ay-0 Ay

Pavyzdys. Raskite funkcijy dalines iSvestines:

c z=x+Yy
° Z:yx
* Z=Xxy+-

SVARBU!!IDalinés i§vestinés geometriné prasmé
7 Geometriskai Z—i reiskia, kad pavirSius z = f(x, y) kertamas plok$tuma
y = y,. Si plokstuma i§ pavirsiaus iskerta kreive z = f(x, y,), esandia

plokStumoje, lygiagrecioje plokstumai x0z.

Tuomet tga = aZ(I:"), kurj kreives z = f(x, y,) liestine T sudaro su

. e e 07 i .

tiese ||Ox (t.y. dalinés iSvestinés é reik§mé, apskaiciuota taske M, bus

lygi tangentui kampo «, kurj kreivés z = f(x, y,) liestiné sudaro su

tiese, lygiagrecia asiai Ox).

0z(Mo)
oy

tiese ||Oy (t.y. dalinés iSvestinés Z—; reikSmé, apskaiciuota taske M, bus lygi tangentui kampo £, kurj kreivés

Analogiskai = tgp, kurj kreivés z = f(x,, y) liestiné sudaro su

z = f(x,y) liestiné sudaro su tiese, lygiagrecia asiai 0y.)




Pilnasis funkcijos pokytis

Teorema. Jei funkcijos z = f(x,y) dalinés iSvestinés f;/ (x, y) ir f;(x,y) egzistuoja taske My (xo, ¥o) ir jo
aplinkoje bei yra tolydzios, tai funkcijos z = f(x, y) pilnajj pokytj galima i$reiksti formule

Az = f(xq + Ax,yo + Ay) — f(x0,¥0) =

= ' (x0,¥0)Ax + f' (X0, yo) Ay + adx + BAy

Claa - 0,kai dx —» 0,ir g - 0, kai 4y — 0.
Apibrézimas. Funkcija z = f(x,y) vadinama diferencijuojama taske M, (xy, yo) kai jos pilngjj pokyti galima
iSreiksti formule Az = AAx + BAy + adx + [Ay;
Cia A, B — konstantos, a, f —nykstamos funkcijos, kai 4x — 0, 4y — 0.
Teorema (Biutina funkcijos diferencijuojamumo salyga).
Jei funkcija z = f(x,y) yra diferencijuojama taske My (xo, ¥o), tai egzistuoja dalinés iSvestinés f' (M) ir
f’y(Mo) ir f'.(Mo) = A'f’y(Mo) = B.
Apibrézimas. Funkcijos z = f(x, y) pilnuoju diferencialu vadiname reiskinj

dz=2ax+ 24
T Ty
Kadangi x ir y yra nepriklausomi kintamieji, tai Ax = dx, Ay = dy. Todé¢l
dz=Zax+ 24
T ey

Atsizvelge | teorema apie pilngjj funkcijos pokytj
[Az = f (o, ¥0)Ax + f' (x0, o)Ay + adx + ﬁAy],
Gauname Az = dz + o(p), ¢ia p = /(4x)% + (4y)?2. Kai Ax ir Ay yra pakankamai mazi, tai 4z ~ dz.

SVARBU!!I Sudétiniy funkciju diferencijavimas
Tarkime, kad srityje D apibrézta funkcija z = f(x, y), kurios argumentai yra x = x(t), y = y(t). Rasime $ios
funkcijos pilngja iSvesting %.
Teorema. Jei funkcija z = f(x, y) turi tolydzias dalines i§vestines argumenty x ir y atzvilgiu, o funkcijos
x = x(t), y = y(t) diferencijuojamos t atzvilgiu, tai
dz 0z dx+az dy
dt odx dt dy dt
Tarkime, kad srityje D apibrézta funkcija z = f(x, y), kurios argumentai yra x = x(t,s),y = y(t, s). Kartu
pareikalaukime, kad, kintant t ir s, taskas (x; y) priklausyty D.
Teorema. Jei funkcija z = f(x, y) turi tolydZzias dalines i§vestines argumenty x ir y atzvilgiu, o funkcijos
x = x(t,s), y = y(t,s) turi tolydZias dalines i$vestines argumenty t ir s atzvilgiu, tai
0z 0z 6x+62 dy dz 0z 6x+az dy
at dx at dy ot ds 0x ds dy 0s

Pavyzdziai. 1) Rasti %, kai z = sin(x + yz), x=2—-et y=2cos(1-1t).

.0z 0z L ot _Ss
2) Rastlas,at,kaIZ—xy,x—s,y—t.

NeiSreikstiniy funkcijy diferencijavimas
Teorema. Tarkime, kad funkcija F(x, y) ir jos dalinés iSvestinés Fy ir Fy; yra tolydzios tasko My (xo, o)
aplinkoje; be to, F(xo,y0) = 0 ir F;(xo,¥,) # 0. Tada egzistuoja tokia tasko M, (xo, yo) aplinka, kurioje




lygtis F(x,y) = 0 turi vienintelj sprendinj y = f(x), tenkinantj saglyga y, = f(x,), 0 funkcijay = f(x) ir jos
iSvestiné yra tolydzios tasko x, aplinkoje.
Taikydami §ig teorema, randama neiSreikstinés funkcijos F(x,y) = 0 i$vesting(SVARBU!!!:

dy  F'y

dx  F',

Pavyzdziai. 1) Raskime funkcijosy = x + sin% iSvestine.

2) Raskite funkcijos x?y* — 2cos(x — y) = 3 idvestine.

Teorema. Tarkime, kad funkcija F(x, y, z) ir jos dalinés iSvestinés Fy, Fy, F; yra tolydZios tasko

My (xo, ¥o, 2o) aplinkoje; be to, F(xy, Yo, 29) = 0 ir E; (x, Vo, Z9) # 0. Tuomet egzistuoja tokia tasko

My (x0, Yo, Zo) aplinka, kurioje lygtis F(x,y,z) = 0 turi vienintelj sprendinj z = @(x, y), tenkinantj sglyga
Zy = D(xg,y), 0 funkcija z turi dalines iSvestines g—i, Z—; tasko M, aplinkoje.

Taikydami Sig teorema, randamos neisreikstinés funkcijos F(x,y, z) = 0 i§vestines (SVARBU!!!):
oz F', 0z F,

ax  F,’9y F,

dz 0z

Pavyzdys. Funkcija xz + x3 + y3 = ye?. Rasti o

AukStesniy eiliy dalinés iSvestinés
Funkcijos z = f(x, y) dalinés iSvestinés Z—i = f, (x, y),g—jz/ = fy(x,y) yra dviejy kintamyjy x ir y funkcijos,

todel jos taip pat gali turéti iSvestines to paties argumento atzvilgiu. Jas Zymeésime

2 0%’z 0 [0z ,
3= 552 =7 - 3y = 3y (50) = '
d0x2  0x \Ox xx arba kito oy oy
92z @ (0z , 0°z _ i(%) _
a_yz=@($)=zyy dyox odx\ay) =~ ¥

Teiginys. Bet kokios dvi vienos eilés dalinés iSvestinés, kurios skiriasi tik diferencijavimo tvarka ir yra
tolydZios tam tikroje srityje D, yra tarpusavyje lygios toje srityje D: z",,, = z",.

Pavyzdys. Tarkime duota funkcija z = In(x? + y). Parodyti, kad z'yy =2"y,.




Dviejy kintamyju funkcijos lokalieji ekstremumai
Tarkime, kad funkcija z = f(x, y) yra apibrézta srityje D, o taskas My (x,, y,) yra vidinis srities taskas.
Apibrézimas. Taskas M, (x,, y,) vadinamas funkcijos z = f(x, y) lokaliojo minimumo (maksimumo) tasku
srityje D, jei egzistuoja tokia tasko M, aplinka Vs(M,), kad su visais f (x,y) € Vs(M,) N D teisinga nelygybé
foto,y0) < f(,y)  (folxo,y0) = f(x, ).
Lokalieji minimumas ir maksimumas vadinami lokaliaisiais ekstremumais.
Teorema. Biitinos lokaliojo ekstremumo sglygos.

Jei funkcija z = f(x,y) taske My (x,, yo) turi lokalyjj ekstremuma ir yra Siame taske diferencijuojama, tai
af (My) 9f (Mo)

=0 ir =0
dx dy
Apibrézimas. Taskai kuriuose tenkinama lygciy sistema

daf (x,
(0fCoy) _ 0,

0x
iaf (xy) 0
oy ’

vadinami funkcijos z = f(x, y) stacionariaisiais taskais.
Ne kiekvienas stacionarusis ta§kas yra lokaliojo ekstremumo taskas!!!
Teorema. Pazymékime
0 f (xo,¥0) 02 (xo,Y0) 0 f (xo0,¥0)
= B B = ) C = )
0x? dxdy dy?
a=|4 Bl = ac -2

B C
Pakankamos lokaliojo ekstremumo salygos.
Jei taskas M (x,, y,) yra stacionarusis funkcijos z = f(x,y) taskasir
1) A= AC — B? > 0, tai taSke M, funkcija turi lokalyjj ekstremumg: maksimuma, kai A < 0, ir
minimuma, kai A > 0;
2) A= AC — B? <0, tai taske M, lokaliojo ekstremumo néra.
Kai A= 0 negalima nustatyti, ar yra lokalusis ekstremumas, ar ne.

A

Pavyzdys. Rasime funkcijos z = 2x — x% — y% + 6y lokaliuosius ekstremumus.

UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI

1. Uzduotis. Raskite funkcijos dalines iSvestines Z—i, z—;:
a)z = (x +Iny)> — y - sin’x;
sinx .
X Y '
C)z=ln;+2x3’+3;

b)z=xIny —

2. Uzduotis. Raskite %, kaiz = (3x* +2y%),x =Int,y = tgt.

v . . . . .s . oy . dz 0
3. UZduotis. Raskite sudetinés funkcijos z = (x3 — y?)5, x = cos%, y = e**?V dalines i§vestines ﬁ, a—i.
v . . Sy er e s .e . oy . 9z 0
4. Uzduotis. Raskite neisreikstinés funkcijos dalines iSvestines a—i, a—;:
a) z = x%y + z%x — zy?;

b) xzz—y = arctg (xfyz).




