
Kryptinė išvestinė.  

Jei kiekvienam srities 𝐷 taškui 𝑀(𝑥,  𝑦,  𝑧) priskiriame skaliarinį dydį 𝑢(𝑀) = 𝑢(𝑥,  𝑦,  𝑧), tai sakome, kad 

srityje 𝐷 apibrėžtas skaliarinis laukas. Skaliarinio lauko pavyzdys – netolygiai įkaitusio kūno taškų temperatūra, 

kitaip sakant, temperatūrų laukas.  

Jei kiekvienam srities 𝐷 taškui būtų priskiriamas vektorinis dydis, tai turėtume vektorinį lauką.  Vektorinio 

lauko sąvoka naudojama fizikiniams dydžiams, kurie turi kryptį. Potencialiniai vektoriniai laukai yra labai svarbūs 

fizikoje. Tokių laukų pavyzdžiai: gravitacinis (gravitacinės jėgos); elektrostatinis (Kulono jėgos) laukai. 

Aibė srities 𝐷 taškų 𝑀(𝑥,  𝑦,  𝑧), su kuriais 𝑢(𝑀) = 𝑢(𝑥,  𝑦,  𝑧) = 𝐶; čia 𝐶 –  konstanta, geometriškai reiškia tam 

tikrą paviršių, kuris vadinamas lygio paviršiumi, visuose jo taškuose funkcijos 𝑢 reikšmės yra pastovios.  

Kai skaliarinis laukas yra plokščias ir jį apibūdina dviejų kintamųjų funkcija 𝑢(𝑥,  𝑦), tai gauname lygio linijas 

𝑢(𝑥,  𝑦) = C. Tai kreivės, kurių taškuose funkcijos 𝑢 reikšmės yra pastovios. Lygio linijos ir paviršiai dažnai 

sutinkami: fizikoje, geologijoje, meteorologijoje: potencialo laukai (paviršius), izobaros – kreivės, žyminčios 

žemėlapyje vietas su vienodu atmosferos slėgiu, izotermos – su vienoda temperatūra. 

SVARBU!!!  

Sakykime, srityje D yra duota funkcija 𝑢 = 𝑢(𝑥,  𝑦,  𝑧), kuri tolydi ir turi tolydžias 

dalines išvestines 
𝝏𝒖

𝝏𝒙
, 

𝝏𝒖

𝝏𝒚
, 

𝝏𝒖

𝝏𝒛
 šioje srityje. Paimkime srities D tašką 𝑀(𝑥,  𝑦,  𝑧) ir 

iš jo išveskime vektorių 𝑠 kuris su koordinačių ašimis Ox,Oy,Oz  sudaro kampus 

𝛼, 𝛽, 𝛾 (1 pav. ). Parinkime tašką 𝑀1(𝑥 + 𝛥𝑥, 𝑦 + 𝛥𝑦, 𝑧 + 𝛥𝑧) per kurį eina 

vektorius 

s . 

𝛥𝑠 = |𝑀𝑀1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ | = √𝛥𝑥2 + 𝛥𝑦2 + 𝛥𝑧2. 

 Sudarykime funkcijos 𝑢 = 𝑢(𝑥,  𝑦,  𝑧), pilnąjį pokytį  

𝛥𝑢 = 𝑢(𝑥 + 𝛥𝑥, 𝑦 + 𝛥𝑦, 𝑧 + 𝛥𝑧) − 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

Apibrėžimas. Jei egzistuoja baigtinė santykio 




u

s
 riba, kai s→ 0, tai šią ribą vadiname funkcijos u išvestine 

vektoriaus 

s  kryptimi arba kryptine išvestine. Kryptinę išvestinę žymėsime simboliu 

s

u




. 

Rasime kryptinės išvestinės skaičiavimo formulę: 
𝜕𝑢

𝜕𝑠
= lim

𝛥𝑠→0

𝛥𝑢

𝛥𝑠
= lim

𝛥𝑠→0

𝑢(𝑥 + 𝛥𝑥, 𝑦 + 𝛥𝑦, 𝑧 + 𝛥𝑧) − 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝛥𝑠
 

Pritaikę funkcijos pilnojo pokyčio formulę turime: ∆u =
∂𝑢

∂𝑥
𝛥𝑥 +  

∂𝑢

∂𝑦
𝛥𝑦 +  

∂𝑢

∂𝑧
𝛥𝑧 + 𝛼1𝛥𝑥 + 𝛽1𝛥𝑦 + 𝛾1𝛥𝑧; 

čia 𝛼1, 𝛽1, 𝛾1 − nykstamosios funkcijos, kai 𝛥𝑥 → 0, 𝛥𝑦 → 0,  𝛥𝑧 → 0 arba 𝛥𝑠 → 0. 
Abi puses daliname iš 𝛥𝑠 ir pereiname prie ribos, kai 𝛥𝑠 → 0: 

∂𝑢

∂𝑠
= lim

𝛥𝑠→0
(

∂𝑢

∂𝑥

𝛥𝑥

𝛥𝑠
+  

∂𝑢

∂𝑦

𝛥𝑦

𝛥𝑠
+  

∂𝑢

∂𝑧

𝛥𝑧

𝛥𝑠
+ 𝛼1

𝛥𝑥

𝛥𝑠
+ 𝛽1

𝛥𝑦

𝛥𝑠
+ 𝛾1

𝛥𝑧

𝛥𝑠
) 

 
𝛥𝑥

𝛥𝑠
= cos𝛼,

𝛥𝑦

𝛥𝑠
= cos𝛽,

𝛥𝑧

𝛥𝑠
= cos𝛾, tai   

∂𝑢

∂𝑠
=

∂𝑢

∂𝑥
cos𝛼 +  

∂𝑢

∂𝑦
cos𝛽 +  

∂𝑢

∂𝑧
cos𝛾  ={

∂𝑢

∂𝑥
;

∂𝑢

∂𝑦
;

∂𝑢

∂𝑧
} ⋅ {cos𝛼, cos𝛽, cos𝛾}, 

čia  cos 𝛼 , cos 𝛽 , cos 𝛾 − vektoriaus 𝑠 krypties kosinusai. 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

Kryptinė išvestinė apibūdina skaliarinio lauko kitimo greitį: kaip ir kokiu greičiu kinta laukas taške nurodyta 

kryptimi. Pavyzdžiui, jei  
∂𝑢

∂𝑠
|

𝑀0

= −0.5, tai skaliarinis laukas taške 𝑀0 vektoriaus  𝑠 kryptimi lėtai mažėja, jo kitimo 

greitis 0,5. 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

Pavyzdys. Apskaičiuosime funkcijos 𝑢 = 𝑥2 − 3𝑥𝑦𝑧 + 5 kryptinę išvestinę taške  𝑀0(1; 2; −1) vektoriaus 𝑠 = 𝑖 −

2𝑗 − 2�⃗⃗� kryptimi. 
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1 pav. 



Pavyzdys. Raskite funkcijos gradientą 𝑧 = −(cos2𝑥 + sin2𝑦)2 

 

 

 

 

Raskite 𝑢 = 𝑥3 − 3𝑥𝑦𝑧 + 4𝑧 − 2 gradientą taške 𝑀(1,1, −1). 
 

 

 

 

UŽDAVINIAI SAVARANKIŠKAM DARBUI 

1. Raskite funkcijos 𝑢 = 𝑒𝑥 ln(𝑦𝑧) gradientą. 

 

 

 

2. Raskite funkcijos 𝑢 = 𝑥2𝑦𝑧2 gradientą taške 𝐴(1; −2; 1). 

 

 

 

3. Apskaičiuokite funkcijos 𝑧 = sin 𝑥𝑦 gradientą taške 𝑀 (
𝜋

2
; 1) 

 

 

 

4. Raskite funkcijos 𝑧 = 𝑥2 sin 𝑦 išvestinę taške 𝑀0 (√2;
𝜋

4
) sparčiausio funkcijos augimo kryptimi.  

 

 

 

 

5. Duota funkcija 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3arctg(𝑦).  Kuriame iš taškų 𝑀1(2; 0) ir 𝑀2(1; 1) funkcija greičiau kinta 

vektoriaus 𝑠 = {3; 1} kryptimi? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

SVARBU!!!  Tarkime, kad funkcija 𝑢 = 𝑢(𝑥,  𝑦,  𝑧) yra diferencijuojama taške 𝑀(𝑥,  𝑦,  𝑧). 
Apibrėžimas. Funkcijos 𝑢 = 𝑢(𝑥,  𝑦,  𝑧)  gradientu taške 𝑀 vadinsime 

vektorių, kurio koordinatės yra funkcijos 𝑢 dalinės išvestinės taške 𝑀, 

t.y. 

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑢 = {
∂𝑢

∂𝑥
;
∂𝑢

∂𝑦
;
∂𝑢

∂𝑧
}. 

Pastaba: gradientas dar žymimas 𝛻𝑢. 
Atsižvelgę į kryptinės išvestinės apibrėžimą, 

∂𝑢

∂𝑠
= {

∂𝑢

∂𝑥
;
∂𝑢

∂𝑦
;
∂𝑢

∂𝑧
} ⋅ {cos𝛼, cos𝛽, cos𝛾} 

gauname, kad 
∂𝑢

∂𝑠
= grad 𝑢 ⋅ 𝑠∘, čia 𝑠0 = {cos 𝛼 , cos 𝛽 , cos 𝛾} − vienetinis vektorius, be to 𝑠0||𝑠, arba (pagal 

skaliarinės sandaugos apibrėžimą):  
∂𝑢

∂𝑠
= |𝑔𝑟𝑎𝑑𝑢| ⋅ cos𝜑; čia 𝜑 = (grad 𝑢 ,̂  𝑠0). Iš čia matome, kad kryptinės 

išvestinės reikšmė bus didžiausia tuo atveju, kai 𝜑 = 0, t.y. kai kryptinė išvestinė skaičiuojama gradiento kryptimi.  

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

Todėl gradientas apibūdina funkcijos greičiausio augimo kryptį. 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

skaliarinio lauko gradientas visada rodo greičiausio lauko augimo kryptį, o antigradientas - greičiausio mažėjimo 

kryptį. 

 

 

 

https://lt.wikipedia.org/wiki/Skaliarinis_laukas
https://lt.wikipedia.org/wiki/Gradientas

