Vektoriai

Priminimai.
Atkarpa, turinti ilgj ir kryptj vadinama vektoriumi. Atstumas nuo vektoriaus pradzios iki galo vadinamas
vektoriaus ilgiu arba moduliu ir Zymimas: w arba TCLT.
ApibréZimas. Vektoriai d ir b vadinami kolineariais, jeigu jie yra vienoje tieséje arba lygiagreciose tiesése.
Vektoriy kolinearumo salyga:

s Ay Ay 4y

alb = —=-—=—

b, b, b,

Apibrézimas. Trys nenuliniai vektoriai d, b ir & vadinami komplanariais, jeigu jie yra vienoje plokstumoje
arba lygiagreciose plokStumose.
Apibrézimas. Du vektoriai @ ir b vadinami lygiais, jeigu jy moduliai yra lygts, jie kolinearas ir jy kryptys
sutampa. Ragysime d = b.
Apibrézimas. Vektoriaus a ir skai¢iaus A sandauga yra vektorius,, b kurio kryptis sutampa su a kryptimi, jei
2 teigiamas ir yra priesinga @ krypéiai, jei A neigiamas. Zymima: b = 1d.
Vektoriaus b ilgis lygus vektoriaus d ilgiui, padaugintam i% skai¢iaus A modulio, ty. |b| = || - |d|
I§vada: Vektoriai @ ir b yra kolinear(s tada ir tik tada, kai jie susieti lygybe b = Ad.

ApibreéZimas. Vektorius, kurio ilgis lygus 1, vadinamas vienetiniu vektoriumi. Zymésime d°: d° = %5.
Sudétis:
b R Apibrézimas. Vektoriy d ir b suma vadinamas
a ¢ a PR vektorius ¢, kuris jungia lauztés, sudarytos i$ Siy dviejy
vektoriy, pirmojo démens pradzig su paskutiniojo
R démens galu.
a+b+c >
b
Atimtis:
ApibréZzimas. Vektoriy d ir b skirtumu ¢ = @ — b vadinamas vektorius ¢, kurj pridéjus
R prie vektoriaus b, gaunamas vektorius d.
a
a—b
b

Vektoriaus koordinatés Dekarto sistemoje.

Tris viena kitai statmenos asis Ox, Oy, Oz (1 pav.) nubréZtos per taskg O, sudaro stac¢iakampe
Dekarto koordinadiy sistemg. ASyse Ox, Oy, Oz atidékime vienetinius vektorius, kuriuos atitinkamai
pazymésime 1, ] ir K .

z Vektoriy d perkelkime taip, kad jo pradzia sutapty su koordinaciy
_________________ pradzios tasku O. Tuomet vektoriy & galime uzradyti d=a,i + a, j+a, K.
Dydziai a,, a,,a, vadinami vektoriaus @ koordinatémis. Trumpiau

vektoriaus koordinatés a,, a,, a, nurodomos taip: a = {ax;ay;az}.

Y a, =pr,d=|acosa; a, = pr,a=|ajcosB; a, = pr,,a=|acosy.)

Vektoriaus ilgis:

Sakykime turime taskus My (xq, y1,z1) it My (x5, v5,2,), tai M;M, =
{x2 —x1;,¥y2 —y1522 — 71}

Apibrézimas. Vektoriaus d = {ax; ay; az} kampy «, B,y su koordinaciy asimis Ox, Oy, Oz kosinusai
vadinami vektoriaus krypties kosinusais.

Krypties kosinusy savybé: cos?a + cos?f + cos?y = 1.

Vienetinis vektorius: d° = (cosa, cosf, cosy)



ApibréZzimas. Kampu tarp dviejy vektoriy @ ir b vadinamas maZiausias kampas tarp $iems vektoriams

atitinkamai lygiy vektoriy, atidéty i$ vieno tasko.

A
Kampas zymimas ¢ = (&, I;>

Apibrézimas. Vektoriy d ir b skaliarine sandauga vadinamas skaicius, lygus Siy vektoriy moduliy ir kampo

tarp vektoriy kosinuso sandaugai:
d-b=|d|-|b|-cose
Bet kuriems nenuliniams vektoriams d, b, & ir skai¢iui A teisingos savybés:
e d-d=d?=|d|?arbal|d| = Va?
Paaskinimas (Apibrézimas: @ - b = |d| - |b| - cose):
da-a=|d|-|d|-cos0= |dl-|al-1=]al?
.b=b-a (komutatyvumo désnis)
+ E) ¢=d-¢é+b- & (distributyvumo désnis)

»  Jeivektoriusd L b,taid@-b = 0 « Labai SVARBU
Jei yra zinomos vektoriy koordinatés statiakampéje Dekarto koordinaciy sistemoje:
ty. d=fa;a,ia,}=ai+a,j+ak, b={b;:b, b, }=bi+b j+bk

x1%yr @z x1 My Mz

Tada a-b = (a7 +a,j+a,k)-(o,i +b,J+b,k)=ab, +ab, +ab,.

Tada [d|=,/a +a] +a;.

Skaliarinés sandaugos taikymai:
* Vieno vektoriaus projekcija j kitg (2 pav.).

b . : :
Cosg = ga|b i$ stataus trikampio.
¢ . -
I a Tada a-b=|d- ‘b‘ prsb = pryb = Hb:b.éo.
V- a
przb P
e K ktoriy:
2 pav. ampas tarp vektoriy .
a-b
cosp = ——
|la] - |b|

» Apskaiciuojant darbg A, kurj atlieka jega F, veikdama materialyjj taska kol jis nueina tiesés atkarpa

kelig |s|:
= |F|-|S|cosp = F - §

¢ia ¢ —kampas tarp jégos ir kelio kryp€iy. Vadinasi, darbas lygus kiing veikiancios jégos ir to kiino

poslinkio vektoriaus skaliarinei sandaugai.

Vektoriné dvieju vektoriy sandauga.
Tarkime, kad & ir b yra nekolinearieji vektoriai. Jy sudaromag kampa pazymékime

p0<p<r)

ApibréZimas. Vektoriy 4 ir b vektorine sandauga & xb vadiname vektoriy ¢ (3pav.),

tenkinant tris salygas:

1) cla, EJ_B, taigi C statmenas vektoriy & ir Bplokétumai;

2) vektoriaus C ilgis lygus lygiagretainio, kurio dvi gretimos krastinés sutampa su
vektoriais & ir b, plotui, ty. [c| :‘axﬁ‘:s,yg :|§|-‘5‘sin @,

3) vektorius C nukreiptas taip, kad, zidrint i§ jo galo, atrodyty, jog vektorius &,
pasuktas maziausiu kampu ¢ pries laikrodzio rodyklés sukimosi krypti, sutampa su

vektoriaus b Kryptimi.
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Savybés:

Pavyzdys. Sudauginkime (2d + 3b) x (2d — b) =

Remdamiesi vektorinés sandaugos apibrézimu, sudarykime vektoriy i, j ir k vektoriniy sandaugy lentelg.

o
O || =
|
N

R | ) | =)
|
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Isidéméti $ig lentele padés schema, pavaizduota paveiksle. Jei trumpiausiu keliu nuo pirmojo iki antrojo
vektoriaus einama prieSinga laikrodzio rodykles kryptimi, tai sandauga lygi treCiajam vektoriui, o jei
laikrodzio radyklés sukimosi kryptimi, tai treciasis vektorius imamas su minuso Zenklu.

SVARBU!!! Dvieju vektoriy vektorinés sandaugos apskai¢iavimo formulés iSvedimas:
Jei yra Zinomos vektoriy koordinatés staciakampéje Dekarto koordinaciy sistemoje:

ty. a=fa;a,;a,}=ai+a,j+ak, b=1{o;:b:b,}=bi+b j+bK
Tada

@ x b = (ayi+ ayj+ ask) x (byl + byj + b,k) =
= b, (I X 1) + axby (P X D+ayb, (i x k) + a,by G x 1) + ayby, (% J) + ayb, (7 x k) + a by (k x 7) +
+azby(E XJ])+ azbz(E X E) = a,b,0 + axbyz — a,b,] — aybe + ayby6 + ayb, T+ a,b,j — a,b,T +
a,b,0 = ayb,T — a,b,T + a,b,j — a,b,j + axbyz - aybe = (aybz - azby)f— (ayb, — a,b,)j +

- - k
7 ay az - ax aZ - ax ay 7 ' ]
(axby, —ayb, )k = |, b,|"= b, b7t |, b k=la, a, a,f
¢ Y by b, b,

Geometrijoje vektoriné vektoriy d ir b sandauga taikoma apskaiciuojant lygiagretainio bei trikampio, kuriy
krastinés sutampa su §iais vektoriais, plotus:

Pavyzdys. Duoti vektoriai @ = {2; 1; 0} ir b = {2; —1; 1}. Rasti @ x b.




+ Lygiagretainio plotas:

- _ 7+ Trikampio plotas:
Siyg = ld X B plop
— =—=laxb| h= —
b hl |(.-i| , _ A 2| | |(I|
5 d
aXb
h2=|a_, |
|b]

MiSrioji trijuy vektoriy sandauga
Apibrézimas. Trijy vektoriy miSrigja sandauga vadinamas skaiius, gautas vektoring sandauga d X b
skaliariskai padauginus i§ vektoriaus ¢. Zymima: (@ X b) - ¢

SVARBU!!!! Triju vektoriy miSrioji sandauga: geometriné prasmé (irodymas):
Tarkime, kad vektoriai @, b, ¢ yra nekomplanariis. Sudarykime i§ jy gretasienj.

Gxh —___________ Gretasienio turis lygus: V = Spapp - OF;
A c /f ;f Tuo tarpu pagrindo plotas: Spapp = |& X b|.
Ep-—gosry” Gretasienio auks$tinés OE ilgis yra lygus vektoriaus ¢ projekcijai j
- ! / / A N — 5 a B .c
¢ /B:' f;’ / vektoriy @ X b, ty. OF = pry, ;¢ = (T;Xl;f'
————————— Lo/ .
i I b Tal
u..;’/ N - > N - C_i X B’ C N -
0 a A V=|a><b|-prax5c=|a><b|( Z =(@xb)-¢
|d X b|

Skaliariné sandauga tarp vektoriy d X biré gali jgyti tiek neigiama, tiek teigiamg reikSme. Kadangi tiiris
matuojamas teigiamais vienetais, tai Vgt =|(axb)g.

. . . 1 .
Piramidés tiris: V. = g‘(é x b)C‘.
Trijy vektoriy a,b,¢ komplanarumo salyga: (axb)-¢ = 0.
Misriosios sandaugos savybés

Bet kuriems nenuliniams vektoriams @, b, ¢ teisingos savybés:
* Bitina ir pakankama trijy vektoriy komplanarumo salyga:

(Gxb)-&é=0« SVARBU!!

. (&XE)-E>0kai kampas tarp vektoriy @ X b ir & smailus.

. (&XE)-E<0kai kampas tarp vektoriy @ X b ir & bukas.

« (@xb)-é¢=(bx¢)-d=@xd) -b=—(bxd) - é=—(éxb)-d=—(@x¢c)-b.

SVARBU!!!! Trijuy vektoriy miSrioji sandauga: apskai¢iavimo formulés iSvedimas:

Tarkime, kad sta¢iakampéje koordinaciy sistemoje duoti trys vektoriai d = {ax; ay; az}, b = {bx s by; bz} ,
¢ = {cx; Cy; cz}.

IS vektorinés sandaugos zinome, kad

- B _ ' ] k _ ay aZ - ax aZ - ax ay E
axb=|a, ay az_by bzl—bx sz-l— b, by
by, by, b,
Daugindami vektoriy d X b skaliari$kai i§ ¢, gauname:
a, a, a,
> ¢ > ay az ax aZ ax ay b b b
(aXb)'Czb b Cx—b b Cy+b b c, = X y z|.

y z x z x y c c c
x y z




