Funkcijy riby skaiciavimas.
Apibrézimas. Skaicius b vadinamas funkcijos f riba taske a, jei bet kurj € > 0
atitinka tokia tasko a aplinka 6, kad su visais x i§ Sios aplinkos, atitinkamos
funkcijos reikSmés patenka j tasko b aplinkg e.
Zymésime }Cl_r)r(ll f(x) = b.

Geometriné funkcijos ribos prasmé:
Matome, kad & priklauso nuo pasirinkto €. Mazinant €, mazéja ir 6. Jei limf(x) = b, tai i$ to, kad x priklauso
xX—a

taSko a § — aplinkai, i$plaukia, kad y = f(x) priklauso tasko b e-aplinkai.
Apibrézimas. Jei ieSkant funkcijos ribos, kai x = a, apsiribojama tik x reikSmémis, tokiomis, kad x < a, tai
tokia riba vadinama funkcijos riba i$ kairés ir Zymima lim0 f (x) = b;y.

x—-a—
Apibrézimas. Jei ieskant funkcijos ribos, kai x — a, apsiribojama tik x reikSmémis, tokiomis, kad x > a, tai
tokia riba vadinama funkcijos riba i$ deSinés ir Zymima lirrJlr . f (x) = b,.

xX—a

Apibrézimas. Sios ribos vadinamos funkcijos vienpusémis ribomis. Kai b; = b,, sakoma, kad funkcija f turi ribg
taske a, kai b; # b, — funkcija f taSke a ribos neturi.

— i <
Pavyzdys. f(x) = { % kaix<0,

2 +1 kaix>0. Rasime funkcijos f(x) vienpuses ribas taske x = 0.

lim f(x) = lim (—x) =0
_x—>0—0 _ _x—>0—0 ) —1
xl—}g-}-of(x) - xl—lgr-}-o(x + 1) o

Kadangi lim f(x) # lim f(x), funkcija f(x) taske x = 0 ribos neturi.
x—-0-0 x—0+0

Funkcijos riba, kai x — o
Imkime pavyzdj f(x) =3 + % Akivaizdu, kad kuo didesnis x tuo reiSkinys |§| mazéja. Taigi, kai x reik§més
didelés, funkcijos reikSmeés mazai skiriasi nuo 3. Sakoma, kad funkcijos riba lygi 3, kai x — oo ir raSoma
Jll_r)(r}o fx) = ;1_{210 (3 + i) = 3. Bendru atveju Zymima ;1_{210 f(x) = b. Be to, uzrasas x — oo turi biiti suprantamas

kaip x - —oo ir x = 400, Jei x - —oo ir x — 400 ribos nesutampa, tai jos nagrin¢jamos atskirai.

Funkcijos f riba taske a yra begalybé, jei yra tasko a aplinka, kurios visuose taskuose teisinga nelygybé
|f(x)| > M, koks didelis teigiamas skai¢ius M bebty.

Pavyzdys. Apskai¢iuokite funkcijos f(x) = x riba, kai x — oo. ;ergo fx) = J11_{1010 X = oo,

ApibréZzimas. Funkcijos, kuriy ribos, kai x > a arba x — oo lygios begalybei, vadinamos neapréztai
didéjanciomis.

ApibréZzimas. Funkcija f vadinama apréZtaja tam tikrame intervale, jeigu egzistuoja toks M > 0, kad su visomis
x reik§meémis i§ duotojo intervalo teisinga nelygybé |f(x)| < M.

Apibrézimas. Funkcija f vadinama apréZtgja, kai x — a, jei egzistuoja tokia tasko a aplinka (a — &) U (a + §),
kurioje ta funkcija yra aprézta.

Apibrézimas. Funkcija f vadinama apréztaja, kai x — oo, jei egzistuoja toks skai¢ius N > 0, kad su visais |x| >
N funkcija f yra aprézta.

1 Pavyzdys. 1. f(x)=

—aprézta visur |

! 1+x°

0. ﬁ 1 1

ofd lim f(x)=lim ———=1; lim f(x)=1lm ——=1;
3‘ x—-0 x>-01 4 (_0)2 x—+0 x>+0 ] 4 (+O)2

é 2. f(x)=e" aprézta i$ apacios, kai x — —oo ir yra neapréztai

didéjanti, kai x — +o0 §

lime™ = limi= liml=0; lim e™ = lim + o0 = +o0

X—>—0 X—>—0 o X——0 00 X—>+0 X—>+00
Bet kuri neapréztai didéjanti funkcija yra neaprézta.
I'!Taciau jei funkcija yra neaprézta, tai dar nereiskia, kad ji yra neapréztai didéjanti!!!
Nykstamoji funkcija ir jos savybés
Apibreézimas. Funkcija a(x) vadinama nykstamaja, kai x — a arba x — oo, jeigu jos riba lygi nuliui.
Teorema. Funkcija f(x) taSke x = a turi baigtine riba b tada ir tik tada, kai ji iSreiSkiama suma
b + a(x), kurioje a(x) yra nykstamoji funkcija, kai x — a.



1 savybé. Baigtinio skaiciaus nykstamyjy funkcijy suma yra nykstamoji funkcija.
2 savybé. Apréztosios ir nykstamosios funkcijy sandauga yra nykstamoji funkcija.
3 savybé. Dviejy nykstamy funkcijy sandauga yra nykstamoji funkcija.

4 savybé. Konstantos ir nykstamosios funkcijos sandauga yra nykstamoji funkcija.
5 savybeé. Jei funkcija f (x) yra neapréztai didéjanti, kai x — a tai funkcija

1
a(x) =
f)
yra nykstamoji, kai x — a.
6 savybé. Jei funkcija a(x) yra nykstamoji, kai x — a tai funkcija
1

f(x)=m

yra neapréztai did¢janti, kai x — a.
Sios savybés jteisina tokius simbolinius uzrasus, naudojamus skaiciuojant ribas:

c c C
— =400 — = —00 — =00
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Teorema. MonotoniSkai didéjanti (mazéjanti) ir apréztoji i$ virSaus (i$ apacios) aibéje X funkcija turi baigting
ribg, kai x = a,a € X.

Teorema.(Tarpinés funkcijos ribos teorema) Jei funkcijos tenkina salyga u(x) < z(x) < v(x) Vx€
(a=—6,a)U(a,a+d)ir chi_r)rcllu(x) = chiil(llv(x) = b, tai )lci_r}(llz(x) = b.

Teorema. Jei funkcijos f* ir g turi baigtines ribas limf(x) = A, limg(x) =B, A,B € R, tai:
xX—>a xX—a
1. lim(f(x) + g(x)) = limf(x) + limg(x) = A+ B;
x—-a x—a x-a
2. limc- f(x) = climf(x) =c- A4;
xX—a X—a
3. lim(f(x) - g(x)) = limf(x) - limg(x) = A - B;
X—a xX—a X—a
1o _ Imie) _a

4. o 1 = B+#0
x—a g\x ggg@)
NeapibréZtieji reiSkiniai
0 o
_F _F O.wl w_wllool Oolwo
0 o0

Nykstamyjy funkcijy palyginimas
Tarkime, kad a(x) ir B (x) yra nykstamosios funkcijos, kai x = a arba x = o .

Apibrézimas. Jei lim ——= (G 0, tai a(x) ir B(x) vadinamos tos pacios eilés nykstamosiomis funkcijomis, kai

x—a B(x)
X - a.
Pavyzdys. Kai x - 0, a(x) = 2x3, B(x) = 5x3 yra tos paéios eilés nykstamosios funkcijos, nes
2x3 2
s =570

Apibrézimas. Jei llm e ( ) = 0, tai (x) vadinama aukstesnés eilés negu S (x) nykstamaja funkcija, kai x — a.
Zymésime a(x) = o(ﬁ(x)),x - a

Pavyzdys. Kai x - o, a(x) = m, B(x) =— ~ yra nykstamosios funkcijos:
1
alx) 1+x 1 x (1 + })
lim ——= = lim 31—2 § lim —1 = 0.
x—»oolg(x) xX—00 ( + x ) xX—00 2(1+ )
.1 3

Taigi — = 0(1+ ) ka1x—>oo
Apibrézimas. Jei llm —— =1, tai a(x) ir B(x) vadinamos ekvivalen¢iomis nykstamosiomis funkcijomis.

B( )
Zymésime a(x)~p (x) xX—-a
Ekvivalenéiy funkcijy pavyzdziai: 1)  sinx~x, x - 0; 2) sinkx~kx, x - 0;3) tgx~x, x - 0;

2
4) tgkx~kx,x - 0;5) 1-— cosx~%, x - 0;6) arcsinx~x,x —» 0; 7) arctgx~x,x - 0;

8 In(1+x)~x,x—>0;9) e*—1~x,x-0.



