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EGZAMINO PRIORITETINIAI KLAUSIMAI

ktu

* Funkcijos diferencialo apibrézimas.
* Diferencialo geometriné prasme.
* Diferencialo formos invariantiSkumo savybe.

* Kreivés asimptociy apibrézimai ir radimas.



PRIMINIMAS

Teorema.

ktu

Funkcija f (x) taske x = a turi baigtine riba b

tada 1r tik tada, kai ji 1SreiSkiama suma
b+ a(x),

kurioje ar(x) yra nykstamoji funkcija, kal x — a.




DIFERENCIALO APIBREZIMAS

ktu

Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra diferencijuojama intervale

(a, b) t.y. egzistuoja baigtiné riba

lim 22 = /0
sax ~ T
Sia lygybe uzragysime taip:

Ay

— = f'"(x) + a(4

—= = £(0) + a(4x)
¢ia a(4x) — 0, kai Ax — 0.

Tada

Ay = f'(x)Ax + a(4x)Ax.




DIFERENCIALO APIBREZIMAS

ktu

Kadangi lim QA _ i a(4x) =0
Ax—0 Ax Ax—0

tal a(4x)Ax = o(4x).

Taigi, funkcijos pokytj Ay = f'(x)Ax + a(4x)Ax sudaro du
démenys:

pirmasis (f'(x)Ax) vadinamas pagrindine poky¢io dalimi;

antrasis (a(4x)Ax) yra aukstesnés eilés nykstamasis dydis negu Ax




DIFERENCIALO APIBREZIMAS

Apibrézimas. Pagrindiné funkcijos f (x) pokycio Ay dalis

f'(x)Ax yra vadinama $ios funkcijos diferencialu taske x ir
Zymima
dy = df(x) = f'(x)Ax
Argumento pokytis lygus jo diferencialui, nes kai y = x,
dy =dx =x'Ax =Ax = dx=Ax

IS ¢1a gauname

dy = f'(x)dx

i f1(x) =2,

ktu




DIFERENCIALO FIZIKINE PRASME

ktu

Kadangi Ay = dy + o(4x)
tai Ay = dy, kai 0(4x) yra pakankamai mazas. I$ ¢ia gauname

Ay = f(x + 4x) — f(x) = f'(x)Ax
Ir

fx+A4x) = f(x) + f'(x)Ax.

Fizikiné prasmé. Lygybe f(x + 4x) = f(x) + f'(x)4x

galima taikyti apytiksliam skai¢iavimui.

1 1
Pavyzdys. V65 = V64 + 1 ~ \/@+ﬁ- 1=8+— = 80625



DIFERENCIALO GEOMETRINE PRASME |,...

Funkcijos diferencialas lygus liestines, nubréztos per taskg x,
ordinates pokyciui, kai argumento pokytis yra Ax.

y = ()

[dy = Ax - tga = f'(x0)Ax]




DIFERENCIALO SAVYBES
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1. d(c)=0,nesc’ = 0;
2. d(c-u)=c-dunes(c-u) =c-u’;

3. du+v)=du+dy,
nesd(u+v)=(u+v)dx =udx+vdx =du+ dv;

4, d(u-v)=v-du+u-dv,

nesd(u-v) = @Wwv+uv)dx =vu'dx + uv'dx = vdu + udv;

5 d (E) _ vdu—udv’

v v2

— dx = —

2 2 2

u) _ u'v—uv’ u'vdx-uv'dx _ vdu-udv
- ’

nesd(

v




DIFERENCIALO SAVYBES
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6. Diferencialo formos invariantiSkumo savybé.
Jei y=f(w), u= k), taidy = f'(u)duy,

t.y. sudétines funkcijos diferencialo forma yra tokia pati, kaip
Ir tuo atveju, jel u bty nepriklausomas kintamasis.

Irodvmas.
dy = dy(p(x)) = (y(rp(x))) dx=y', -u'ydx = f'(wWdu
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FUNKCIJOS TYRIMAS
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FUNKCIJOS MONOTONISKUMAS i

1 Teorema. Biitinas funkcijos monotoniSkumo pozymis.

Jei funkcija f (x) intervale (a, b) didéja (maZzéja), tai jos
iSvestiné tame intervale yra neneigiama: f'(x) = 0

( neteigiama: f'(x) < 0).

2 Teorema. Pakankamas funkcijos monotoniSkumo pozymis.

Jei funkcijos f(x) iSvestiné f'(x) > 0 (f'(x) < 0) intervale
(a, b), tai funkcija f (x) tame intervale didéja:

f(x2) = f(x1) > 0 (mazgja: f(x,) — f(xq) <0).
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FUNKCIJOS MONOTONISKUMAS

ktu

3 Teorema. Funkcijos pastovumo pozZymis.

Jei funkcijos f'(x) = 0 intervale (a, b), tai funkcija tame
Intervale yra pastovi: f(x) = f(xy) Vx,x, € (a,b).

ISvada. Jei dviejy funkcijy f(x) ir g(x) iSvestinés sutampa
Intervale (a, b), tai tos funkcijos skiriasi minétame intervale tlk
konstanta, t.y. f(x) — g(x) = C,x € (a, b).
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FUNKCIJOS EKSTREMUMAI
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Apibrézimas. Funkcijos f (x) reikSmé f(x;) vadinama

funkcijos maksimumu, kai egzistuoja tokia tasko x; aplinka
(x; — &, x1 + &) kurioje su visais x teisinga nelygybé

f(x) < f(x1).

Apibrézimas. Funkcijos f(x) reikSmé f(x,) vadinama

funkcijos minimumu, kai egzistuoja tokia tasko x, aplinka
(x5 — 8,x, + &) Kurioje su visais x teisinga nelygybé

f(x) = f(x1).

Apibrézimas. Funkcijos maksimumg ir minimumg vadinsime jOS
ekstremumais, o atitinkamas argumento reikSmes x; Ir x, -
ekstremumo taskai.
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BUTINOS EKSTREMUMO SALYGOS "

Teorema. Butina ekstremumo salyga.

Jei diferencijuojama funkcija f (x) taske x = x, turi ekstremuma,
tai f'(xy) = 0 arba neegzistuoja.

Pastaba:

Jei f(xg) yra ekstremumas, tai biitinai f'(x,) = 0 arba
neegzistuoja, bet ne atvirksciai.

Jei f'(xo) = 0 tai to nepakanka, kad x, buty ekstremumas.

Apibrézimas. Visus taskus, kuriuose funkcijos 1Svestiné lygi
- nuliui arba peegzistuoja, vadiname funkcijos kritiniais ta3kais.
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PAKANKAMOS EKSTREMUMO SALYGOS

ktu

1 Teorema. Jei funkcijos f(x) iSvestiné f'(x) keicia Zenkla,
pereidama per kritinj taska x,, tai taske x, funkcija f(x) turi
ekstremuma:

a) maksimuma, kai f'(x) keicia zenkla i$ pliuso j minusa;

b) minimuma, kai f'(x) keicia Zenklg i§ minuso ] pliusa.

2 Teorema. (2-oji lokaliojo ekstremumo salyga) Jei taske x
funkcijos f (x) pirmoji iSvestiné f'(x) = 0, o antroji iSvestiné
" (xq) tasko x, aplinkoje (x, — 8, x, + &) yra tolydi ir

f"(x) #+ 0, tai taske x,, funkcija f (x) turi:
a) maksimuma, kai "' (x,) < 0;
b) minimuma, kai f''(x,) > 0.
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DIDZIAUSIA IR MAZIAUSIA FUNKCIJOS Ktu
REIKSMES ATKARPOJE

Norédami rasti funkcijos f(x) didziausig ir maziausig funkcijos
reikSmes atkarpoje [a, b], turime:

a) rasti kritinius taskus, priklausancius intervalui |a, b];

b) apskaiciuoti funkcijos reikSmes Kkritiniuose taskuose ir
Intervalo galuose a ir b;

c) 18 visy gauty reikSmiy 1Srinkt1 didziausig M 1ir maziausig m ‘ >
reikSme. '
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FUNKCIJOS ISKILUMAS <t

Apibrézimas. Kreiveé vadinama 1Skila aukStyn (zemyn) intervale
(a, b), jei visi tos kreivés taskai tame intervale yra po liestine
(virs liestinés), nubrézta per bet kury kreivés taska.

/\J//\ / y
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PERLINKIO (VINGIO) TASKAI

Apibrézimas. Taskas M, kuris atskiria iSkilg aukStyn kreives

dal; nuo 1skilos Zemyn kreiveés dalies, vadinamas kreives
perlinkio (vingio) tasku.

e
M

19

ktu




FUNKCIJOS ISKILUMAS IR "
PERLINKIO (VINGIO) TASKAI

1 Teorema. Jei intervale (a, b) funkcija f (x) turi antraja iSvesting
f"(x), kuri yra neigiama (teigiama), tai kreivé tame intervale yra
iSkila auksStyn N(Zemyn V).

2 Teorema. (Biutina perlinkio tasko salyga.) Jei f(x) intervale
(a, b) turi tolydzia antraja iSvesting ir taskas x, € (a, b) yra kreivés
perlinkio taskas, tai f''(xy) = 0.

3 Teorema. Jei "' (xy) = 0 ir antroji i§vestiné, pereidama taska x,

keiCia Zenkla, ta1 taskas x, - kreives perlinkio taskas.
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FUNKCIJOS GRAFIKO ASIMPTOTES Kt

1922

Apibrézimas. Ties¢ vadinama kreivés asimptote, je1 bet kurio
kreives tasko atstumas iki tos tiesés artéja prie nulio, taskui
tolstant kreive.

Asimptotes skirstomos 1 dvi grupes:

1. Vertikaliosios asimptotés. Jei nors viena 1S riby
lim f(x), Ilim f(x), limf(x)
x—a+0 xX—-a

x—->a—0

yra begaling, tai ties¢ x = a yra vertikalioj1 asimptote.
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FUNKCIJOS GRAFIKO ASIMPTOTES Kt

2. Pasvirosios asimptotés.

Pasvirosios asimptotes lygtis y = kx + b.

y=f(x)
0 k = lim M
Yy === Yo
Vo btee— P :
N b = lim(f(x) — kx)
T ' S
- ¥ X
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FUNKCIJOS GRAFIKO ASIMPTOTES Kt

1922

Pastabos:

1) kal k = 0, gauname asimptote y = b, lygiagrecia Ox aSiai
(horizontalig asimptotg);

2) Jei skaiCiuodami koeficientus k ir b, gauname, kad bent
viena 1S riby yra begaliné arba neegzistuoja, tai funkcijos
grafikas pasvirosios asimptotes neturt;

3) ieskodami koeficienty k Ir b, turime atsizvelgti j tai, kad
uzraSas x — oo reiSkia x &> —oo Ir x > +00. Todél, reikalui
esant skaiCiuojame ribas abiem variantais, nes jos gali biiti
skirtingos.
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FUNKCIJOS GRAFIKO ASIMPTOTES
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4—x>2

Uzduotis. Raskite funkcijos asimptote: y = 1

Kreives vertikalioji asimptoté yra tiese x = 1, nes

. 4—x2 : . 4—x2
lim = —oo Il lim
x—1-0 x—1 x—1+0 x—1

= +00,

Pasvirosios asimptotés lygtisyray = kx + b.
Rasime koeficientus k ir b:

- f(x)_l. 4 —x*
_xl—>nolo X _xl—>r£1c>x(x—1)_

| (4 —x?
b= lim(f(x) —kx) = lim < +x> = —1.
X— 00 x-oo\ x —1
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FUNKCIJOS GRAFIKO ASIMPTOTES Kt

1922

ATS. Kreives vertikalioji asimptoté yra tiese¢ x = 1(melina),

y = —x — 1 yra pasviroji asimptoté(raudona).

150 . . 1 IW

100

_

O T o mm o oS —

-100

-160

-200
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BENDROJI FUNKCIJOS TYRIMO IR
JOS GRAFIKO BRAIZYMO SCHEMA

ktu

1. Randame funkcijos apibrézimo sritj.

2. Jel funkcija turi trukio tasky, randame funkcijos ribas Siuose
taSkuose, o taip pat apibrézimo srities galuose.

3. Nustatome, ar funkcija lyginé, ar nelyginé, ar perioding.

4. Randame funkcijos grafiko susikirtimo su koordinaciy aSimis
tasSkus.

5. Randame funkcijos didéjimo ir mazéjimo intervalus bei
ekstremumus.

6. Randame funkcijos grafiko iSkilumo auksStyn ir zemyn
intervalus bei perlinkio taskus.

/. Randame grafiko asimptotes.
8. Braizome grafika.
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KA ISMOKOM

 Diferencialas.

* Funkcijos tyrimas:
v" Funkcijos monotoniSkumas;
v" Funkcijos ekstremumai;
v" Didziausia ir maziausia funkcijos
reikSmes atkarpoje;
v" Funkcijos iSkilumas;
v" Perlinkio (vingio) taskai;

27
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KITA PASKAITA
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* Keliy kintamyjy funkcijos:
v’ Savoka;
v' Dalinés i§vestinés ir jy geometriné
prasme;
v" Pilnasis funkcijos diferencialas;
v" Sudétinés funkcijos ir ju diferencijavimas;
v" Neisreikstinés funkcijos ir ju
diferenciavimas;
v" Dviejy kintamuyju funkcijos lokalieji
ekstremumai.
* Antrosios cilés pavirsiai.

28




UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI [ -
Uzduotys. Raskite funkcijos diferenciala:
a)y=\/%—cosx2; b)y=\/;fxx+tgx2;

)y =e¥ -vVx2 —3—tg?(2x — 1);

[dy = £ Codx]
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UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI

Uzduotys. Raskite funkcijos asimptotes:

x—2 2x%-9 x>

a)y=—>; by= Oy =

x+3’

dy=x+ e?*;

Ats: a) x = —3(vertikalioji), y = 1(pasviroji);
b) x = —2(vertikalioji), y = 2x — 4(pasviroji);
c) x = x1(vertikaliosios), y = x(pasviroji);

d) y = x(pasviroji), kai x - —oo.
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Medziaga galima rasti:

www.tany.lt/stud

matematikal s o ‘.%: i
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