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EGZAMINO PRIORITETINIAI KLAUSIMAI |, ..

* Funkcijos z = f(x,y) daliniy i§vestiniy
apibrézimas ir geometrine prasme.

* Keliy kintamyjy sudeétines funkcijos pilnosios ir
daliniy 1Svestiniy apskaiciavimo formuliy
1ISvedimas.

* NeiSreikstiniy funkcijy F(x,y) = 0 arba
F(x,y,z) = 0 daliniy iSvestiniy apskai¢iavimo
formuliy 1Svedimas.




ERDVE R" Kt

1922

Apibréezimas. Aibé, kurios elementai yra realiyjy skaiciy rinkiniai
x = (xq,...,%,), vadinama erdve R™. Elementus vadinsime R"
erdves taskais arba vektoriais.

Atstumu tarp dviejy erdvés R™ tasky x = (xq,...,x,) ir

y = (¥1,---,Vn) vadiname skaiciy

n
p(y) = | ) (xi =3’
| \ i=1
_I__';f,_;Er'dV.é._R;_’.-'f,tj‘k;tififojgapibréitas atstumas, vadinama metrine erdve.



KELIY KINTAMUJU FUNKCIJOS SAVOKA

ktu

Tarkime, kad aibé D yra metrinés erdvés R" poaibis.

Apibrézimas. Taisyklé f, kiekvienam x = (xq,...,x,) € D
priskirianti vieng ir tik vieng realiyjy skai¢iy u € E C R, vadinama
n kintamyjy funkcija ir Zymima u = f(xq,...,x,) artba f : D - E.

D - apibrézimo sritis, E - funkcijos reikSmiy sritis.



KELIY KINTAMUJU FUNKCIJOS SAVOKA(|, .|

1922

Dviejy kintamyjy funkcija z = f(x, y) yra pavirsius.

Snurface and Contours.
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DALINES ISVESTINES APIBREZIMAS Kt

Tarkime, kad funkcija z = f(x, y) yra apibrézta srityje D, o taskas
My (xo, Vo) yra vidinis srities D taskas.

Je1 argumentui y suteiksime pastovig reikSme y,, tal gausime vieno
kintamojo x funkcijg z = f(x, yy). Apskai¢iuosime $ios funkcijos
pokyty, kuris atsiranda del argumento pokycio Ax. J1 Zymésime sz :

ir vadinsime daliniu funkcijos pokyc¢iu. Tai
Ayz = f(xo + 4%, ¥0) — f (X0, Yo)-

AnalogiSkai apibréZziame pokyt]
AyZ — f(xO;yO + Ay) o f(xo;}’o)-




DALINES ISVESTINES APIBREZIMAS Kt

Pokytis, kuris atsiranda pakitus abiems argumentams x ir y,
vadinamas pilnuoju ir Zymimas A4z.

Az = f(xo + Ax, ¥ + 4y) — f (X0, ¥0).
Bendru atveju 4z # 4,z + 4, z.

Kadangi funkcija z = f(x, y,) yra vieno kintamojo funkcija, tai
galima kalbeéti apie jos diferencijavimg kintamojo x atzvilgiu, kai
kitas argumentas fiksuotas.

Taip gauta funkcijos iSvestin¢ vadinama daline iSvestine kintamojo
x atzvilgiu ir Zymima



DALINES ISVESTINES APIBREZIMAS

Pagal 1Svestinés apibrézima

ktu

0z

dx

A4,z
lim —
Ax—0 Ax

Ax—-0

f(xo + 4x,y0) — f(x0,¥0)

Ax

jei S1riba egzistuoja ir yra baigtine.

Analogiskai apibréziama z = f(x,, y) daliné iSvestiné y atzvilgiu:

Ayz

lim ==
311120 Ay

lim
Ay—0

f(x0,¥0 + 4y) — f(xo»YO).

Ay




DALINES ISVESTINES

Pavyzdys. Raskite funkcijy dalines iSvestines:
* Z=XTYy;
o 7 = yx,

. Z=xy+§.

ktu




DALINES ISVESTINES GEOMETRINE Ktu
PRASME >

. 0z

Geometriskai —- reiskia, kad pavirSius z = f (x, y) kertamas

plokstuma y = y,. Si plok§tuma i§ pavirsiaus iSkerta kreive

z = f(x,yy), esancia plokStumoje, lygiagrecioje plokStumai x0z.

dz(M
= Tuomet tga = Z;x(’),

[ z= f(x: ;VO) kurj kreivés z = f(x, y,)

z=f(x,y) liestiné T sudaro su tiese ||Ox.
Analogiskai az(gl;l") = tgp,
. kurj kreives z = f(xg, V)
. >y 0
! N/ \6\{’) liestiné sudaro su tiese ||Oy.




DALINES ISVESTINES GEOMETRINE ctu
PRASME =

Dar karta (SVARBU!)

0z

» Funkcijos z = f(x,y) dalinés iSvestinés P geometring€ prasme:

0z
Dalin¢s 1Svestings p reikSme, apskaiCiuota taske M, bus lygi

tangentui kampo a, kurj kreivés z = f(x, y,) liestiné sudaro su
tiese, lygiagrecia asiai1 Ox.
* Funkcijos z = f(x, y) dalinés iSvestinés £ geometriné prasme:

0z
Dalinés 1Svestines % reikSme, apskaiCiuota taske M, bus lygi

tangentui kampo g, kurj kreivés z = f(x,,y) liestiné sudaro su
i tlese lyglagrema asiai Oy.
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PILNASIS FUNKCIJOS POKYTIS tu

Teorema. Jei funkcijos z = f(x,y) dalinés iSvestinés £,/ (x, y) ir
fy (x,y) egzistuoja taSke M, (xo, yo) ir jo aplinkoje bei yra
tolydzios, tai funkcijos z = f(x, y) pilngjj pokytj galima iSreiksti
formule

AZ = f(xO +AX;3’0 +AY) _f(xO)yO) —
= f'.(x0,y0)4x + f'y(xo»YO)Ay + adx + Ay

claa - 0,kaidx - 0,ir f = 0, kai 4y - 0.
Apibrézimas. Funkcija z = f(x, y) vadinama diferencijuojama

taske M, (xq, yo) kai jos pilngjj pokytj galima iSreiksti formule
Az = AAx + BAy + adx + fAy;

¢ia A, B — konstantos, a, f —nykstamos funkcijos, kai 4x — 0,
Ay — 0.
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PILNASIS FUNKCIJOS POKYTIS ktu

Teorema (Butina funkcijos diferencijuojamumo salyga).

Jei funkcija z = f(x, y) yra diferencijuojama taske M, (x,, y,), tai
egzistuoja dalings iSvestinés f' (M) ir f ’y(MO) ir

f’x(Mo) - A:f'y(Mo) = B.

Apibrézimas. Funkcijos z = f(x, y) pilnuoju diferencialu

vadiname reisking

dz =2 ax+ 22 1
“ T o dy Y
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PILNASIS FUNKCIJOS POKYTIS ct

Kadangi x ir y yra nepriklausomi kintamieji, tai

Ax = dx, Ay = dy. Tode¢l

dz=Lax + 24
z=——dx 5 y.

Atsizvelge 1 teoremg apie pilngj; funkcijos pokyt)
[Az = [ (x0,y0)4x + f’y(xo,yO)Ay + aldx + ,BAy] ,

gauname

Az = dz + o(p), ¢ia p = /(4x)? + (4y)Z.
Kai Ax ir Ay yra pakankamai mazi, tai 4z =~ dz.
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SUDETINIU FUNKCIJU
DIFERENCIJAVIMAS

ktu

Tarkime, kad srityje D apibrézta funkcija z = f(x, y), kurios

argumentai yra x = x(t), y = y(t). Rasime Sios funkcijos pilnaja

. dz
1Svesting I i

Teorema. Jei funkcija z = f(x, y) turi tolydZias dalines iévestiné;:s._-f.'l'
argumenty x ir y atzvilgiu, o funkcijos x = x(t),y = y(t)
diferencijuojamos t atzvilgiu, tai

dz 0z dx_l_az dy
dt 0x dt 0Jy dt
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SUDETINIU FUNKCIJU

DIFERENCIJAVIMAS ktu

Irodymas. Pazymékime At - argumento t pokytis. Tada funkcijy
x(t) ir y(t) pokyciai bus Ax ir Ay. Taikydami teorema apie
pilngjj funkcijos z = f(x, y) pokytj, turime

0z 0z

A =—-A _.A .A .A-
z=— x+6y y+a-Adx + (- Ay;

claa — 0,kaidx - 0,ir f§ = 0, kai 4y - 0.

Abi lygybes puses padaliname 1S At # 0

Az 0z Ax_l_(')z Ay_l_ Ax_l_ Ay
At ox At oy At ¢ At P

16 ‘!




SUDETINIU FUNKCIJU
DIFERENCIJAVIMAS

ktu

Kadangi funkcijos x(t) ir y(t) yra diferencijuojamos taske t, tai
jos yra tolydzios.

Tode¢l, ka1 At - 0,ta1dx - 0 irdy - 0,ira = 0, § — 0.

via |42 _ 92 Ax | 0z Ay Ax .A_y] XY
Lygybéje Pt At+6y At+a At+,B —~| pereje prie

ribos, gauname

. Az 0z . Ax 0z Ay
ASO At Ox  Ato0 At T 0y AtS0 At

dz 0z dx_l_az dy
dt o0x dt dy dt’
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SUDETINIY FUNKCIJU
DIFERENCIJAVIMAS

ktu

ISvada. Tarkime, kad srityje D apibrézta funkcija z = f(x, y);
Clax = x(s,t)iry = y(s,t).
0z az

ox’ oy
turi dalines 1Svestines argumenty s ir t atzvilgiu. Tada

Tegul funkcija z turi tolydZias 1Svestines —,— o funkcijos x ir y

dz 0z 0O0x 0z OJdy dz 0z 0O0x 0z ay

AR (A
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SUDETINIY FUNKCIJY ”
DIFERENCIJAVIMAS

Irodymas. Tarkime, kad sudétinés funkcijos z = f (x (s,t), y(s, t))
vienas kintamasis t yra fiksuotas. Tada S13 funkc1jg galime traktuoti
kaip vieno kintamojo s sudétine funkcijg.

az dx 62 dy
6x ds 6y ds

Taikydami teorema [ ] gauname

0z 0z ax 0z 0y s ‘
ds O0x 0s Oy ds’ L

Fiksuodami kintamgjj s, analogiSkai gauname
dz 0z 0O0x 0z ay

ot ox ot 9y ot
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SUDETINIY FUNKCIJU
DIFERENCIJAVIMAS

ktu

Tarkime, kad srityje D apibrézta funkcija z = f(x, y), kurios
argumentai yra x = x(t,s),y = y(t, s). Kartu pareikalaukime,
kad, kintant t ir s, taskas (x; y) priklausyty D.

Teorema. Jei funkcija z = f(x, y) turi tolydzias dalines iSvestines
argumenty x ir y atzvilgiu, o funkcijos x = x(t,s),y = y(t,s)
turi tolydzias dalines 1Svestines argumenty t ir s atzvilgiu, tai

dz 0z Ox 0z ay
ot  dx ot ay at

0z

0z O0x

0z 0y

gz

ax.as

ay ds
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SUDETINIU FUNKCIJU
DIFERENCIJAVIMAS

Irodymas. Suteikime argumentui ¢t pokyty At, laikydami s fiksuotu.

Tuomet atsiras pokyciai:

Arx = x(t + At,s) —x(t,s) ir A,y = y(t + At,s) — y(t, s).

Kartu pakitus x ir y, pasikeis ir z —pilnasis pokytis
Az =f(x+Ax,y+Ay) — fx,y),

kur] galima 1SreikSt1 formule:

0z 0z
Az=a-Atx+$-Aty+a-Atx+,B-Aty.

Abi lygybeés puses padaliname 1S At # 0

Az 0z Ayx 0z Ay A x Ay
At dx At 0dy At At

ktu
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SUDETINIU FUNKCIJU
DIFERENCIJAVIMAS

Kai At - 0, tarir 4;,x = 0, 4;y — 0, nes funkcijos x ir y yra
tolydzios. Tuomet a — 0, f — 0. ApskaiCiuokime ribg:

L Az 0z L Atx 0z Ay
A0 At Ox At-0 At ﬁy | 4t0 At

IS ¢1a gauname
dz 0z 0x 0z 0Jy

ot ox ot 9y ot
Analogiskai jrodytume, kad

0z 0z 6x+az dy

ds Ox ds 0y 0s’
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SUDETINIU FUNKCIJU

Ktu
DIFERENCIJAVIMAS
Pavyzdziai. 1) Rasti %, kai z = sin(x + y?),
x=2—e7t y=2cos(1—1t).
dz 0z dx 0z dy
dt O0x dt 0dy dt
0z aZ S
2) Rasti — PP Jkaiz = xy,x = sty =
dz 0z ax 0z ay 0z 0z 0x 0z 0y
ds Ox O0s ay ds ‘0t o0x ot  dy ot
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NEISREIKSTINIU FUNKCIJU
DIFERENCIJAVIMAS

Teorema. Tarkime, kad funkcija F(x, y) ir jos dalinés
iSvestinés Fy ir F, yra tolydzios taSko My (xo, yo) aplinkoje;
be to, F(xg,y0) = 0ir F,(xq,y,) # 0.

Tada egzistuoja tokia tasko My(x,, vo) aplinka, kurioje lygtis
F(x,y) = 0 turi vienintelj sprendinj y = f(x), tenkinantj
salyga vy = f(xg), o funkcija y = f(x) ir jos iSvestiné yra
tolydZios tasko x, aplinkoje.

24
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NEISREIKSTINIU FUNKCIJU
DIFERENCIJAVIMAS

ktu

Taikydami Sig teorema, rasime neiSreikstinés funkcijos F(x,y) = 0

1Svesting.

Tarkime, kad lygtis F(x,y) = 0 apibrézia funkcija y = f(x). Tada

F (x, f (x)) =0
Diferencijuodami abi pastarosios lygybeés puses, gauname:
. dx . dy
F', e +F, v 0
IS S10s lygybés gauname:
dy  F'y
dx  F',’
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NEISREIKSTINIY FUNKCIJUY o
DIFERENCIJAVIMAS

Teorema. Tarkime, kad funkcija F(x, y, z) ir jos dalinés

iSvestinés F/, Fy,, F; yra tolydZios taSko My (xo, ¥o, Zo) aplinkoje; 1

£ !-r

be to, F(xg, Yo, Zo) = 0 ir F; (xo, ¥0,2) # 0. &
Tuomet egzistuoja tokia taSko My (xo, Yo, Zo) aplinka, kurioje
lygtis F(x,y,z) = 0 turi vienintelj sprendinj z = ®(x, y), Lo

tenkinantj salyga z, = ®(xq, o), 0 funkcija z turi dalines
‘v : 0z 0z , | . .
iSvestines ——, % taSko M, aplinkoje.

26




NEISREIKSTINIU FUNKCIJU
DIFERENCIJAVIMAS

Taikydami Sig teorema, rasime neiSreikStines funkcijos
F(x,y,z) = 0 iSvestines.
IS pradziy tarkime, kad kintamasis y yra fiksuotas.
F(x,y,z) =0
F(x,y,®(x,y)) =0

Diferencijuodami abi pastarosios lygybeés puses, gauname:

F'. +F' 0z =0
Z ox
0z F',

27
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NEISREIKSTINIU FUNKCIJU

DIFERENCIJAVIMAS ktu

Tare, kad kintamasis x yra fiksuotas, gauname

, . 0z
Fy+FZ'E=O

oz _ _Fly
dy F',
Taigi F(x,y,z) = 0 dalinés i§vestinés apskai¢iuojamos pagal' :
formules: I,_.,{_.{:
oz  F'y oz  F', 4
0x _ I, dy ~F 2

28




NEISREIKSTINIU FUNKCIJU Ktu

DIFERENCIJAVIMAS

0z 0z

Pavyzdys. Funkcija xz + x> + y3 = yeZ. Rasti P

0z: % Fe 407 B
Ox ol By i

29




NEISREIKSTINIYU FUNKCIJY ct
DIFERENCIJAVIMAS
Pavyzdys. Funkcija xz + x> + y3 = yeZ. Rasti Z—i, Z—;.
0z _  —-z-3x* 0z _  e*-3y*
ATS. ax ~ yeZ—x’'dy  yer-x'

0z: v F4 oz - SES

a__F’Z;ay_ s

30




AUKSTESNIVY EILIY DALINES
ISVESTINES

Funkcijos z = f(x, y) dalinés iSvestinés

5 , 5 ,
o = K)o =)

ktu

yra dviejy kintamyjy x ir y funkcijos, todeél jos taip pat gali turéti

1Svestines to paties argumento atzvilgiu. Jas Zymeésime

822_ o (oz\
ox2  ox\ox) ° =
0%z _ 0 [(oz\
ayz o ay ay =Z yy

31




AUKSTESNIVY EILIY DALINES
ISVESTINES

arba kito

0’z 0 (dz\
dxdy 0y \ox — 2y

0°z 0 (dz\
dyox Ox \0dy — 7w

AnalogiSkai apibréziamos auksStesniy eiliy 1Svestings.

32
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AUKSTESNIVY EILIY DALINES
ISVESTINES

ktu

Teiginys. Bet kokios dvi vienos eilés dalinés 1Svestinés, kurios
skiriasi tik diferencijavimo tvarka ir yra tolydzios tam tikroje
srityje D, yra tarpusavyje lygios toje srityje D:

" _ n
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AUKSTESNIVY EILIY DALINES
ISVESTINES

Pavyzdys. Tarkime duota funkcija z = In(x? + y).

Parodyti, kad z",, = z" ;.

34
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AUKSTESNIU EILIY DIFERENCIALAI

ktu

Dabar apibrééime aukétesniq eiliy diferencialus.

Turime dz = 5 ~ dx + dy

Antrosios eilés dlferen01alas:

9z o
4%z = d(dz) = (6x dx +—Zdy) —

dy N

0 azd N azd et i, 6zd N 6zd ; i

“ox\ox T Ty ) T oy \ax P Ty )T

0%z 0%z 0%z 0%z
— dxd

=522 dx? +6y0xdydx+0x6y X y+(’)y
0%z 0%z 0%z

=de + Zaxadedy+ay

~dy?® =

dy*.
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AUKSTESNIU EILIY DIFERENCIALAI ”

Taigi simboliskat:

dz = (aa—xdx +%dy)z;

d?z = (>-dx + %dy)z z;

d"z = (Zdx + = dy) z

36




ANTROSIOS EILES PAVIRSIAI

SAVARANKISKAI

www.mano.ktu.lt

(3.6. Keliy kintamuyjy funkcijos sgvoka. Antrosios elles

pavirsiai, kompiuterinis vizualizavimas)

37
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https://moodle.ktu.edu/course/view.php?id=5597

KA ISMOKOM "

1922

* Keliy kintamyjy funkcijos:

v' Savoka;

v' Dalinés iSvestinés ir ju geometriné prasme;

v" Pilnasis funkcijos diferencialas;

v" Sudétinés funkcijos ir jy diferencijavimas;

v" Neisreikstinés funkcijos ir jy
diferenciavimas.

v" AukStesniy eiliy dalinés iSvestinés ir
deferencialai

PP, H Al B o .
R P i . TOREmC
- . 4 L
. A » - s - . -
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KITA PASKAITA e

e Skaliarinio argumento vektorine funkcija.
* Kryptin¢ 1Svestineé.

e (Gradientas.
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UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI

0z 0z

Uzduotys. Raskite funkcijos dalines 1Svestines 9 3y

a)z=(x+1Iny)®> —vy-sin?x;

smzx

b)z=xIny—

y
c)z=ln§+2x3’+3;

40
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UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI Ktu

Uzduotis. Raskite %, kai z = (3x% + 2y3),x =Int,y = tgt.

dz 0z dx_l_az dy
dt . -Oxdt = @y dt

41




UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI Ktu
UZduotis. Raskite sudetinés funkcijos z = (x3 — y2?)>, x = cos%, y = eut2v
0z 0z
dalines 1Svestines —, —.
ou’ ov

0z _0z 0x 0z 0y 0z _0z 0x 0z a3y
ou  ox au dy ou’ ov  ox av ay E)v
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UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI

v : .. : dz 0
Uzduotys. Raskite funkcijos dalines 1Svestines é £
a) z = x°y + z°x — zy?;
2
y Z
= arctg (x+y2) .
0z . AS07. .y

a__F’Z;ay_

43
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