3 PASKAITA

VEKTORIAI. DVIEJY VEKTORIY SKALIARINE SANDAUGA.

DVIEJY VEKTORIY VEKTORINE SANDAUGA.
TRIJY VEKTORIY MISRIOJI SANDAUGA.
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EGZAMINO PRIORITETINIAI KLAUSIMAI ktu

1922

* Dviejy vektoriy vektorine sandauga: apibrézimas,
apskaiCiavimo formulés i1Svedimas, geometrinés prasmes
paaiskinimas.

* Triy vektoriy misrioj1 sandauga: apibrézimas, apskai¢iavimo
formulés 1Svedimas, geometrine prasme (jrodymas). Vektoriy
komplanarumas



VEKTORIUS

PRISIMINKIME

ktu




VEKTORIUS ktu

1922

Apibrezimas. Kryptin¢ atkarpa vadinama vektoriumi. Vektorius
Zzymimas: AB arba d.

Atstumas nuo vektoriaus pradzios iki galo vadinamas vektoriaus

_— —

ilgiu arba moduliu ir Zymimas: |AB| arba |a].



VEKTORIUS Ktu

1922

Apibrézimas. Vektoriai a ir b vadinami kolineariais, jeigu jie yra
vienoje ties¢je arba lygiagreciose tiesese.
Vektoriy kolinearumo salyga:

Apibrézimas. Vektoriai a ir b vadinami komplanariais, jeigu jie
yra vienoje plokstumoje arba lygiagreciose plokStumose.



TIESINIAI VEIKSMAI SU VEKTORIAIS ktu

1922

1.Vektoriaus daugyba is skaiCiaus
Apibréiimas Vektoriaus d ir skaiciaus A sandauga yra vektorius,
b kurio kryptis sutampa su a kryptimi, jei A te1g1amas ir yra
priesinga d krypdiai, jei A neigiamas. Zymima: b = Ad.

Vektoriaus b ilgis lygus vektoriaus @ ilgiui, padaugintam i
skai¢iaus A modulio, t.y. |b| = |A] - |4]

I§vada: Vektoriai @ ir b yra kolinearus tada ir tik tada, kai jie
susieti lygybe b = Ad.



TIESINIAI VEIKSMAI SU VEKTORIAIS ktu

1922

Apibrézimas. Vektorius, kurio ilgis lygus 1, vadinamas vienetiniu

e 1
vektoriumi. Zymésime a°: a°® = H 1.

2. Vektoriy sudétis

Apibrézimas. Vektoriy d ir b suma vadinamas vektorius ¢, kuris
jungia lauztes, sudarytos 18 Siy dviejy vektoriy, pirmojo démens
pradZig su paskutiniojo démens galu.

Vektoriy suma Zymima:

g=qd+b.




TIESINIAI VEIKSMAI SU VEKTORIAIS ktu

1922

I Vektoriy sudéties taisyklés

Lygiagretainio taisykle: Gretasienio taisykleé: d=d+b+¢




TIESINIAI VEIKSMAI SU VEKTORIAIS ktu

1922

3. Vektoriy atimtis
Apibrézimas. Vektoriy d ir b skirtumu é = @ — b vadinamas
vektorius ¢, kurj pridéjus prie vektoriaus b, gaunamas vektorius d.

-
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VEKTORIUS

a, = proyd = |d|cosp;

ktu

Dekarto koordinaciy sistema
> N > - 7z N
a=ayl+ay+ak L
d ={ay;a,; a,} R __

a -~
a, = pro,d = |d|cosa; 0 -

J

_________________________________________

a, = pry,a = |alcosy.
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TIESINIAI VEIKSMAI SU VEKTORIAIS

ktu

1922

Nagrinésime du taskus M, (xq1, ¥4, Z1)

Z1 M ir My (X3, ¥2,23).

\Mz Vektoriaus koordinateés :

MiM; = (X3 — X1,Y2 — V1,22 — Z1)

Atstumas tarp Siy tasky yra vektoriaus

M]_Mz llgls

|M1 M, | = \/(xz —x1)% + (V2 —y1)% + (25 — z1)?
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TIESINIAI VEIKSMAI SU VEKTORIAIS ktu

1922

Apibrézimas.
Vektoriaus a = {ax ; Ay ; az} kampy a, 3,y su koordinaciy asimis
Ox, Oy, Oz kosinusai vadinami vektoriaus krypties kosinusais.

Krypties kosinusy savybe:

cos?a + cos?p + cos?y = 1.

Vienetinis vektorius:

a’ = (cosa, cospB, cosy)
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DVIEJU VEKTORIU SKALIARINE SANDAUGA

Apibrézimas. Kampu tarp dviejy vektoriy a ir b vadinamas
maziausias kampas tarp Siems vektoriams atitinkamai lygiy

vektoriy, atidéty 18 vieno tasko.

Kampas Zymimas ¢ = (c_ij\l_?))

ktu

1922

Apibrézimas. Vektoriy a ir b skaliarine sandauga vadinamas

skaicius, lygus Siy vektoriy moduliy 1ir kampo tarp vektoriy

kosinuso sandaugai:

-

d-b=|d|l-|b| cose




SKALIARINES SANDAUGOS SAVYBES ktu

1922

- - - . o\ ® o o« e
Bet kuriems nenuliniams vektoriams a, b, ¢ ir skai¢iui A teisingos
savybes:
e d-d=a*=|dl*arba|al = Va2
PaaSkinimas (Apibrézimas: a - b= la] - |b | COS):

-5=|a|-|a|-cosO= |a|-|a|-1=|a|2
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DVIEJU VEKTORIU SKALIARINE SANDAUGA ktu

1922

Tarkime, kad staCiakamp¢je koordinaciy sistemoje duoti du
vektoriai:

={ay a0} =a,l+a,]+a,
b = {by; by;b,} = b i+ b,]+b,

Tada dviejy vektoriy skaliariné sandauga:

)

k
k

—

d-b=(al+a,]+ak) (bel+byj+byk)=
= Qybyl - T+ axbyT -]+ a,b,l - k+aybx] I+aybyj-j
+aybyk T+ azbyk - T+ azbik -+ azbk - k =

= ayb, +a,by, + a,b,.

Vektoriaus d modulis lygus |a| = Va -a = \/ a; + a; + a2
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SKALIARINES SANDAUGOS TAIKYMAI ktu

1922

- Vektoriaus b projekcija i vektoriy d:

prgb
COSQY = ——;
D]
- C_l)'b - >0
= prab = =b-a




SKALIARINES SANDAUGOS TAIKYMAI ktu

* Kampas tarp vektoriy:
b

|l - |b]

COSQ =

* ApskaiCiuojant darba A, kurj atlieka jéga F, veikdama

materialyjj taska kol jis nueina tiesés atkarpa kelia |S|:
A=|F|-|S|cosp =F -§

¢1a ¢ —kampas tarp jégos 1r kelio krypciy.

Vadinasi, darbas lygus kiing veikiancios jégos ir to kiino poslinkio

vektoriaus skaliarinei sandaugai.
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DVIEJU VEKTORIY VEKTORINE SANDAUGA
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DVIEJU VEKTORIY VEKTORINE SANDAUGA ktu

1922

Apibrézimas. Vektoriy d ir b vektorine sandauga d@ X b

vadiname vektoriy ¢, tenkinantj tris salygas:

A

T : E=dxb
e (Ccla,clb,taigi ¢ statmenas vektoriy
a ir b plok$tumai; b/ Sysiw
i

« |él=|dxb|=Sy,= |a||b|sm<p,

 vektoriaus ¢ kryptis tokia, kad,
zitirint i§ vektoriaus ¢ galo,
vektorius a sukamas prie$ laikrodzio rodykle sutampa su

@‘l

vektoriumi b paciu trumpiausiu keliu.
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VEKTORINES SANDAUGOS SAVYBES ktu

- - - . o\ ® o o« e
Bet kuriems nenuliniams vektoriams a, b, ¢ ir skai¢iui A teisingos
savybes:

-&x5=—@x&)

(Ad x b) = d@ x (Ab) = A(d x b),

» (@+Db)xé=(@xd+(bx?d),
c dxd=0
- Gdxb=0dl|lb

Pavyzdys. Sudauginkime (ZEL + 31_5) X (25 — 1_5)
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DVIEJY VEKTORIY VEKTORINE SANDAUGA ktu

1922
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DVIEJU VEKTORIY VEKTORINE SANDAUGA ktu

1922

Tarkime, kad staCiakamp¢je koordinaciy sistemoje duoti du
vektoriai:

a = {ax; Ay; az} = a,l+ ay) + a,

a
b = {by; by;b,} = b i+ b,]+b,

)

k
k

Tada d x b = (a7 + a,j + a,k) x (bl + b,J + b,k) =
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DVIEJU VEKTORIY VEKTORINE SANDAUGA

ktu

Tadad X b = (axl+a,j+ azl_é) X (bl + byJ + bzz) =
= by (T X 1) + ayb, (T X Dtach, (I x k) + a,by (G x 1) +
+ a,b, (7 x]) + ayb,(J % E) + asz(l_é X 1)+ azby(l_€ XJ)+
+a,b,(k x k) =
= a,b,0 + axbylz — a,b,J — aybe + ayby6 + ayb, U+ a,b,j
— a,b, T+ a,b,0 =
= a,b,l — a,b,T + a,b,] — a,b,j + axbyl_é — aybe =
= (ayb, — azb, )T — (ayb, — azby)J + (axb, — aybx)l_é.
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DVIEJU VEKTORIY VEKTORINE SANDAUGA
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1922

(ayb, — azb, )i — (axb, — azby)j + (axhy, — ayby )k =

Cly a,

a, a
s,

Ay dz y
by b,y

by b,

-

l_

7+ ‘Ez
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DVIEJU VEKTORIY VEKTORINE SANDAUGA

:ax; ay; aZ}

:bx? by; bz}

Qy
1

S|
|

-

U]
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axb=|a, a, a

by b,

b,

SVARBU!



DVIEJU VEKTORIY VEKTORINE SANDAUGA ktu

1922

Pavyzdys. Duoti vektoriai @ = {2; 1; 0} ir b = {2; —1; 1}.

Rasti @ X b.
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VEKTORINES SANDAUGOS TAIKYMAI GEOMETRIJOJE Ktu

1922

@ X b
h1= - )
|al
|a X b
h2: = .
|b|
b/, S —1|*><13| h_|a><5|
, T
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MISRIOJI TRIJY VEKTORIY SANDAUGA

28
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MISRIOJI TRIJY VEKTORIYU SANDAUGA ktu

1922

Apibrézimas. Trijy vektoriy misrigja sandauga vadinamas

- g . o v . .
skaiCius, gautas vektoring sandauga a X b skaliariSkai padauginus
i$ vektoriaus C.

Zymima: (d X I_9>) . C
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MISRIOJI TRIJY VEKTORIYU SANDAUGA(Geometriné prasme) ktu

1922

Tarkime, kad vektoriai d, b, ¢ yra nekomplanaris. Sudarykime i3 jy
gretasieny.

axb D - Qretasienio turis lygus:

A
E V=SOADB.0E

Tuo tarpu pagrindo plotas:

Soape = |a X D]
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MISRIOJI TRIJY VEKTORIY SANDAUGA(Geometriné prasme) ktu

1922

Gretasienio aukstinés OFE ilgis yra lygus vektoriaus ¢ projekcijai j

vektoriy d X b, t.y.

axb




MISRIOJI TRIJY VEKTORIY SANDAUGA(Geometriné prasme) ktu

1922

Skaliariné sandauga tarp vektoriy d@ X b ir € gali jgyti tiek
neigiama, tiek teigiamg reikSme. Kadangi tiiris matuojamas
teigiamais vienetais, tai

Vgret — |(C_l> X 1_9)) . C | Bl S

Piramidés turis:

1 s
Voir ==1(d % b) - ¢
° SVARBU!
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MISRIOJI TRIJY VEKTORIY SANDAUGA(Geometriné prasme) ktu

1922

Jei vektoriai @, b, ¢ yra komplanaris, tai vektorius ¢ yra vektoriy d
ir b sudaromoje plokStumoje, todél

pra. ;¢ = 0.
Vadinasi
(@xb)-&=0.

Jei vektoriai @ ir b yra kolinearieji. Tada @ X b = 0, o drauge ir

(@xb)-2=0.
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MISRIOSIOS SANDAUGOS SAVYBES ktu

%
Bet kuriems nenuliniams vektoriams d, b, ¢ teisingos savybeés:

* Bitina ir pakankama trijy vektoriy komplanarumo
salyga: (A x b)-¢ =0« SVARBU!!

- (dx 1_5) . & > 0 kai kampas tarp vektoriy @ X b ir ¢ smailus.
- (dx 1_5) . & < 0 kai kampas tarp vektoriy @ X b ir ¢ bukas.

+ (@xb)-é=(bx¢&)-d=@Exd)-b=—(bxd)-¢=
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MISRIOJI TRIJY VEKTORIYU SANDAUGA
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1922

Tarkime, kad staCiakamp¢je koordinaciy sistemoje duoti trys
vektoriai d = {ax; ay; az}, b = {bx; by; bz}, C = {Cx; Cy; CZ}.

IS vektorinés sandaugos Zinome, kad

—

- -

- 1_9) l ] k ay aZ - ax a’Z - ax ay E
axXb=|ay a az—by bzl— b, bZ]+ by b,
by b, b,
Daugindami vektoriy a X b skaliari§kai i§ ¢, gauname:
N a a a a a a
- - Yy Z X Z X y
(a X b) C = by bz Cx - bx bz Cy + bx by CZ —
ay a, a
= |by b, b,
Cx €y (g
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MISRIOJI TRIJY VEKTORIYU SANDAUGA

Ay Ay
(@xb)-é=|bx by
Cx Cy
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KA SIANDIEN ISMOKOM ktu

* Dviejy vektoriy skaliariné sandaugg;
* Dviejy vektoriy vektoriné sandaugg;

* Triyy vektoriy misrigjg sandauga;

37



KA MOKINSIMES PER KITA PASKAITA ktu

* Bendroj1 plokStumos lygtis.

* Tasko atstumas iki1 plokStumos.

* Tiesés erdveéje kanoninés, parametrings lygtys.
* Tieses, emancios per du taskus, lygtis.

* Bendrosios tieses erdveje lygtys.
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Medziaga galima rasti:

www.tany.lt/stud
matematika1

Parengé: Tatjana Sidekerskiené
E-mail: tatjana.sidekerskiene@ktu.lt
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