5 PASKAITA

ANTROS EILES KREIVES:
APSKRITIMAS, ELIPSE, HIPERBOLE, PARABOLE.
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EGZAMINO PRIORITETINIAI KLAUSIMAI ktu

1922

* Antros eilés kreivés (apskritimas, elipsé, hiperbolé, parabolé):
v’ apibrézimai,
v" kanoninés lygtys,
v' bréziniai (Mokéti kreives nubrézti!!!),

v' pagrindinés charakteristikos.



ANTROS EILES KREIVES ktu

Antros eilés kreivéemis vadinamos kreives, kuriy lygtys yra antrojo
laipsnio kintamyjy x 1ir y atzvilgiu. Bendras antrojo laipsnio lygties
x ir y atzvilgiu pavidalas yra:

Ax*+Bxy +Cy*+Dx+Ey+F =0

Kai B = 0:

A - C> 0, ta1 81 lygtis reiskia elipse;

A - C <0, ta1 81 lygtis reiSkia hiperbole;

A =0 (arba C = 0), ta1 81 lygtis reiskia parabole;

A-C>0 ir 4= C, tai gauname atskirg elipsés atvej] — apskritima.



APSKRITIMAS

ktu

1922

Apibrézimas. Apskritimu vadinama

y1 M(x,y) ai.bé plokétumos tasky, kuriy kiekvienas
/' vienodai nutol¢s nuo pastovaus tasko.
>
RN

Pastovus taskas vadinamas apskritimo
centru, o apskritimo tasko atstumas 1ki
centro — spinduliu.
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APSKRITIMAS

ktu

UZraSysime apskritimo lygt].

Tarkime, kad centras yra taske C(a, b) o spindulys lygus R. Imame
bet kurj apskritimo taska M (x, y). Pagal apibrézimg

R =|CM| = (x —a)? + (y — b)?

Tai pakele abi lygybés puses kvadratu, gauname kanoning
apskritimo lygtj:

(x —a)*+ (y — b)? = R?



ELIPSE

Apibrézimas. Elipse vadinama aibé plokStumos tasky, kai
kiekvieno tasko atstumy 1ki dviejy pastoviy tasky suma yra

pastovus dydis, lygus 2a(|Fl—M| + |W| = Za).

AV
M(x,y) Pastovius taskus Fj 1r F,

/ . > X

Fi(-c,0) 9 Fc,0)

Elipsés braizymas

ktu

vadiname elipsés zidiniais.



https://www.youtube.com/watch?v=uc0KsCadoX0&feature=youtu.be

ELIPSE Ktu

ParaSysime elipsés lygty:

tarkime, kad zidiniai yra taskuose F;(—c, 0) ir F,(c, 0).
Imkime bet kokj elipsés taska M (x, y).

AV
M(x,y) Pagal apibréZzima:
|F,M| + |FM| = 2a;
/ ia 2a > 2c arba a > c.
. > X

d (_ - O) ’ "2 (C’ O) Gauname

JO+0)2+y2 +/(x —c)? +y? = 2a.



ELIPSE Ktu

Jox+0)2+y2+(x —c)2 +y2 =2a
Pertvarkome
JE+0)2+y2=2a—/(x—c)?+y?
Pakeliam abi puses kvadratu ir pritaitkom formule
(a + b)? = a? + 2ab + b? gauname:

x% 4+ 2cx +c? +y? =
=4a% + x% — 2cx + ¢ + y? — 4ay/(x — ¢)? + y?

4a/(x — c)% + y2 = 4a® — 4cx |:4
aJ(x —c)2+y2=a%—cx




ELIPSE

aJ(x —c)2+y%2=a%—cx

Ir veél pakeliam abi puses kvadratu:

a’(x? — 2cx + ¢?) + a?y? = a* — 2a“cx + c?x?

a’x? + a*c? + a*y? = a* + c?x*?
(@ — c2)x? + a?y? = a?(a? — c?)

Pazymékime a? — ¢? = b?, gauname:

b%x? + a’y? = a’b?* |:a’b? # 0
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1 — kanoniné elipsés lygtis.




ELIPSE

x2
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2
Kadangi = <1 irZ—2 <1, tai|x| <a,ly| <b,

a2 —

atba—a <x<a, —b<y<h.

Za

10

2¢ — atstumas tarp Zidiniy
2a — didzioj1 asis
2b — mazoji asis

a’ = b* + c¢% —
rySys tarp parametry



ELIPSE Ktu

1922

Elipsés iStestuma apibiidina ekscentricitetas € = %(O <e<1).

Kai ¢ = 0, gauname apskritima.
Kai ¢ = 1, gauname atkarpg, sutampancia su didzigja asimi.

A

y
Y SECEES

cy N\ Pastaba.
| | Jei elipsés kanoningje lygtyje
> x?  y?

—a a X ? + ﬁ =1

 TC e : b > a’
o tai elipsés zidiniai yra Oy asyje,

cC .
betoe=g ir b? = a? + c2.
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ANTROS EILES KREIVES

Pavyzdys. Parasykite elipsés, kurios zidiniail yra Ox asSyje,
kanoning lygtj, je1 jos mazoji aSis lygi 10, o ekscentricitetas

12 o x% | y?
lygusl—g. ATS: stz

Pavyzdys. Kokig antros eilés kreive apibudina 81 lygtis
4x% + 9y? — 36 = 0? Raskite $ios kreivés zidinius.

ktu

=1

] L] L] [] [] xz 2
Priminimas(elipsé): — +
a




ELIPSE Ktu

Kai elipsés centras yra taSke (x.; y,):

(x — xc)z (y — yc)z .
a? 3 b -

Pavyzdys.

G+)? | -2 _
25 16
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HIPERBOLE Ktu

1922

Apibrézimas. Hiperbole vadinama aibé plokStumos tasSky, kai
kiekvieno tasSko atstumy iki dviejy pastoviy tasky skirtumas yra

pastovus dydis, lygus +2a (|F;M| — |F,M| = +2a).
Pastovis tasSkai F; ir F, vadinami hiperbolés zidiniais.

Y
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HIPERBOLE Ktu

ParaSysime hiperbolés lygty:
tarkime, kad zidiniai yra taSkuose F;(—c, 0) ir F,(c, 0).
Imkime bet kokj elipsés taska M (x, y).

Y
Pagal apibrézima

| M| — |FM| = £2a

Taigi

Jox+0)24+y2—J(x—c)2 +y2=+2a
¢ia 2a < 2c arbaa < c.
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HIPERBOLE

Jox+0)24+y2—J(x—c)2 +y2=+2a
Pertvarkome lygybe
V@ +0)2+y2 =+2a++/(x —c)? + y2
x4+ 2cx + ¢t +y° =

ktu

= 4a% + x? — 2cx + c? + y? + 4a+/ (x — ¢)? + y?

+4a,/(x — )2 +y2 = 4a® — 4cx |: 4

t+a/(x —c)2+y2 =a® —cx
a?(x? —2cx + c? + y?) = a* — 2a’cx + c?x?

(aZ _ CZ)xZ + a2y2 — aZ(aZ _ CZ)
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HIPERBOLE

(a? — c)x? + a®y? = a?(a® — ¢?)
Pazymékime a® — ¢ = —b?,
tada —b%x? + a®y? = —a?b?|: (—a?b?) = 0

y2

a? b?

= ] — kanoniné hiperbolés lygtis.

Y

2

Kadangi % > 1, ta1 |x| = a.

ktu

1922
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HIPERBOLE Ktu

1922

c? =a*+ b?* —

rySys tarp parametry.

Tiesés y = i%x —

vadinamos hiperbolés
asimptotémis

2a — realioj1 aSis

X y 2b — menamoji asis

©
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HIPERBOLE

Hiperbolés 1Stgstumg apibiidina ekscentricitetas ¢ = 2 > 1

il |

19

Ktu
Pastaba. Hiperbolés
2 2
X
y_o X _ 1
b> a?

Zidinia1 yra Oy aSyje.



HIPERBOLE Ktu

Pavyzdys. ParaSykite hiperbolés, kurios Zidiniai yra Ox aSyje,
kanoning lygtj, je1 atstumas tarp zidiniy lygus 6, o
ekscentricitetas lygus g

Pavyzdys. Kokig antros eilés kreive apibtdina S1 lygtis
—4x?% + 9y% — 1 = 0? Raskite Sios kreivés Zidinius.

22 2
Priminimas(hiperboleé): i
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HIPERBOLE Ktu

1922

Kai hiperbolés centras yra taske (x.; y.):

(x — xc)z (y — yc)z .
a2 b? -

1

Pavyzdys.

(x—2)* (y+3)* _ 1
9 16
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PARABOLE

ktu

Apibrézimas. Parabole vadinama aibé plokStumos tasky, vienodai
nutolusiy nuo duotojo tasko ir duotosios tieses. Duotasis taSkas F
vadinamas zZidiniu, o duotoji ties¢ — direktrise.

22

ParaSysime parabolés lygty:
tarkime, kad zidinys yra
y p :
taske F (E’ O), 0 JO
atstumas 1ki direktrises
lygus p > 0. Tada
p

direktrises lygtis x = — =



PARABOLE ktu

Pagal apibréZima |BM| = |FM| arba

A P\° | o
VA (x—z) +y° = (x+§) + 0
B Moy )
' Pakeliam abi1 puses kvadratu:
2 2
p p
2 _ F o252 L
g _ X px+4+y X +px+4
A X

y* = 2px — kanoniné parabolés
lygtis.

P 23
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PARABOLE ktu

M(x;y)

"’/ sidinys

F(*QQ :0) X p > 0 — parabolés parametras,
Ox — parabolg¢s asSis,
0(0,0) — parabolés virsing,

F (g; O) — zidinys.

direktrisé x = _p
2
24

y% = 2px




PARABOLE

Kiti atvejai:

25
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PARABOLE Ktu

1922

Parabol¢ turi ;Jdomig opting savybe. -
Sakykime, kad parabolés Zidinyje F

yra taskinis Sviesos Saltinis.

Tada visi spinduliai, 18¢j¢ 1S zidinio 1r

atsispindeje nuo veidrodinio parabolés —
,,pavirsiaus®, bus lygiagretis su

parabolés simetrijos asSimu.

Gautoj1 optiné parabolés savybé taikoma technikoje, konstruojant
teleskopus, parabolines antenas, automobiliy zibintus, lazerius ir kt.
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|
Curved mirrors

reflect solar energy to
a cooking platform




PARABOLE Ktu

Pavyzdys. Raskite parabolés y* = 12x zidinj ir direktrisés
lygt;.

Pavyzdys. Uzrasykite kreive y? — 4x — 4y — 8 = 0 kanoniniu
pavidalu ir ja nubrézkite.

Priminimas(parabolé): y* = 2px; F (g ; 0); X = _g
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KITA PASKAITA ktu

* Funkcijos sgvoka

* ISreiksStinés 1r neiSreiksStines funkcijos.

* Hiperbolinés funkcijos.

* Parametrines kreiviy lygtys:
v' Apskritimo,
v Elipsés,
v' Cikloidés

* Polin¢ koordinaciy sistema
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Medziaga galima rasti:

www.tany.lt/stud
matematika1

Parengé: Tatjana Sidekerskiené
E-mail: tatjana.sidekerskiene@ktu.lt
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