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flx) =

FUNKCIJOS RIBA TASKE ctu
Pavyzdys. IStirsime kokias reikSmes 1gyja funkcija
xijf, kai x jgyja reikSmes i§ taSko x = 4 aplinkos,
1Sskyrus patj taskg x = 4.
x [3,9(3,99(3,999]3,9999| 4 [4,0001{4,001[4,01[4,1]
Ax)[7,9(7,9917,999(7,9999| — [8,0001(8,001|8,01|8,1

f(x) — 8, kai x — 4. Sakome, kad f(x) riba, kai x — 4

yra lygi 8.




FUNKCIJOS RIBA TASKE ctu

Tarkime, kad funkcija y = f(x) apibrézta tam tikroje
taSko a aplinkoje, 1Sskyrus pat) taska a.

Apibrézimas. SkaiCius b vadinamas funkcijos f riba taske a,
jei bet kurj € > 0 atitinka tokia tasko a aplinka &, kad su visais x
1S S10s aplinkos, atitinkamos funkcijos reikSmés patenka j taSko b
aplinka . Zymésime lim f(x) = b.

X—a

Geometriné funkcijos ribos prasmé:
y=7(*) Matome, kad & priklauso nuo pasirinkto &.

Mazinant €, mazéja ir 0.

Jei chl_rg f(x) = b, tai iS$ to, kad x priklauso

x taSko a 6 — aplinkai, 1Splaukia, kad

a5 a a+o . .
y = f(x) priklauso tasko b e-aplinkai.
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VIENPUSES FUNKCIJOS RIBOS

ktu

1922

Apibrézimas. Jei ieSkant funkcijos ribos, kai x = a, apsiribojama
tik x retkSmémis, tokiomis, kad x < a, tai tokia riba vadinama
funkcijos riba i$ kairés ir Zymima

lim f (x) = b;.

x—>a—0

Apibrézimas. Jei ieSkant funkcijos ribos, ka1 x = a, apsiribojama
tik x retkSmémuis, tokiomis, kad x > a, ta1 tokia riba vadinama
funkcijos riba iS deSinés ir Zymima

lim f (x) =b,.

x—-a+0

ApibréZimas. Sios ribos vadinamos funkcijos vienpusémis
ribomis. Kai b; = b,, sakoma, kad funkcija f turi ribg taske a, kai
by # b, — funkcija f taske a ribos neturi.




VIENPUSES FUNKCIJOS RIBOS Kt

.
—X, kaix <0,

Pavyzdys. f(x) = <
yadys. f x*+1, kaix>0.

\
Rasime funkcijos f(x) vienpuses ribas taske x = 0.

xl_}(r)nof(x) = hm ( x)=0

hm f(x)— lim (x?+1) =1.

B\\\\\\\\ | —0+0 —0+0
I N Kadangl 11m f (x) # hm f(x),

040
Funkcija f (x) taske x = 0 ribos neturi.




FUNKCIJOS RIBA, KAl X — ©0 Ktu

1922

Imkime pavyzdj f(x) = 3 + i Akivaizdu, kad kuo didesnis x tuo
reiskinys E‘ maz¢ja. Taigl, kai x reikSmes dideles, funkcijos
reikSmes mazai skiriasi nuo 3. Sakoma, kad funkcijos riba lygi 3,
kai x — oo 1r raSoma

lim f(x) = lim (3 +1) =3

X— 00 X—C0 X

Bendru atveju Zzymima
lim f(x) =b

X— 00
Be to, uzrasas x — oo turi buti suprantamas kaip x = —oo 1r
- X.— +0o0. Jeix » —oo 1r x — +00 ribos nesutampa, tai jos
- nagrinéjamos atskirai.

_!“: - --; - £
N e




FUNKCIJOS RIBA, KAl X — ©0

ktu

Funkcijos f riba taske a yra begalybe, jei1 yra taSko a aplinka,
kurios visuose taskuose teisinga nelygybé |f (x)| > M, koks
didelis teigiamas skaiCius M bebity.

Pavyzdys. Apskaiciuokite funkcijos f(x) = x riba, kai x — oo.

lim f(x) = lim x = o
X—>00

X—C0




APREZTOSIOS IR NEAPREZTOSIOS
FUNKCIJOS

ktu

Apibrézimas. Funkcijos, kuriy ribos, kai x = a arba x — oo
lygios begalybei, vadinamos neapréztai didéjanciomis.

Apibrézimas. Funkcija f vadinama apréztaja tam tikrame
intervale, jeigu egzistuoja toks M > 0, kad su visomis x
reikSmémis i§ duotojo intervalo teisinga nelygybé |f (x)| < M.

Apibrézimas. Funkcija f vadinama apréztaja, kaix - a,jer .
egzistuoja tokia tasko a aplinka (a — §) U (a + 6), kurioje ta 2 o
funkcija yra aprezta. i

Apibrézimas. Funkcija f vadinama apréZtaja, kai x — oo, jei
egzistuoja toks skaicius N > 0, kad su visais |x| > N funkcija 4

f yra aprézta.




APREZTOSIOS IR NEAPREZTOSIOS

FUNKCIJOS

Pavyzdys.
1
L f()=

1+ x

- aprézta visur.

1
hm x) = lim
T Coy

|
Iim f(x)=lim
x—>+0 f( ) x—>+0 1 + (_|_ O)
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APREZTOSIOS IR NEAPREZTOSIOS
FUNKCIJOS

ktu

Pavyzdys.

2. f(x)=e" aprézta is apacdios,
kai x — —oo 1r yra neapréztai
did¢janti, kai x — +oo.

Iim e ™ = limiz liml:O

X—>—00 x>0 p* x>0

R

. +00 .
Im e = llm 400 =4
X—>+00 X—>—400

|
hn
|
=
1
L
|
-2
| -
.I—i
T
o
—_—
M -
m —_—
'h' —
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APREZTOSIOS IR NEAPREZTOSIOS
FUNKCIJOS

ktu

Bet kuri neapréztai didéjanti funkcija yra neaprézta.

I1I'TacCiau je1 funkcija yra neaprezta, tai dar
nereiSkia, kad j1 yra neapréztar didéjanti!!!
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NYKSTAMOJI FUNKCIJA IR JOS KEL
SAVYBES

Apibrézimas. Funkcija a(x) vadinama nykstamaja, kai x — a
arba x — oo, jeigu jos riba lygi nuliui.

Pavyzdys.
Funkcija f(x) =sinx nyksta, kai x > 0.

1T 1
0.57
1
sin(x) ! ! — | '
-2 0 2 X -10 -5 0 5 10
_ 5— _
- ~1

X X

. 1 :
Funkcija f(x)=— nyksta, kai x —o0.
X
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NYKSTAMOJI FUNKCIJA IR JOS
SAVYBES

Teorema.

ktu

Funkcija f (x) taske x = a turi baigtine riba b

tada 1r tik tada, ka1 j1 1SreiSkiama suma
b+ a(x),

kurioje a(x) yra nykstamoji funkcija, kai x — a‘%w
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NYKSTAMOJI FUNKCIJA IR JOS

SAVYBES

ktu

1 savybé. Baigtinio skaiCiaus nykstamyjy funkcijy suma yra
nykstamoji funkcija.

2 savybé. Apréztosios ir nykstamosios funkcijy sandauga yra
nykstamoji funkcija.

3 savybé. Dviejy nykstamy funkcijy sandauga yra nykstamoji
funkcrja.

4 savybé. Konstantos ir nykstamosios funkcijos sandauga yra

nykstamoji funkcija.
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NYKSTAMOJI FUNKCIJA IR JOS
SAVYBES

ktu

5 savybé. Jei funkcija f(x) yra neapréztai didéjanti, kai x — a

tai funkcija
1
CZ(X) — %
yra nykstamoji, kai x — a.

6 savybé. Jei funkcija a(x) yra nykstamoji, kai x — a tai

funkcija
_
a(x)

flx) =

yra neapréztai did¢janti, kai x — a.
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NYKSTAMOJI FUNKCIJA IR JOS
SAVYBES

S10s savybes jteisina tokius simbolinius uzraSus, naudojamus
skai¢iuojant ribas:

C C C
— =400 — = —00 — = 0
+0 —0 0

C C C
— =40 —=-0 —=0
00 — QOO0 00
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FUNKCIJOS RIBOS EGZISTAVIMO Ktu
POZYMIAI

Teorema.

Monotoniskai didéjanti (mazéjanti) ir apréztoji 18
virSaus (18 apacios) aibe¢je X funkcna turi
baigtine riba, kai x — a,a € X.
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FUNKCIJOS RIBOS EGZISTAVIMO

POZYMIAI ktu

Teorema.(Zarpinés funkcijos ribos teorema)

Je1 funkcijos tenkina sglyga
u(x) < z(x) < v(x)
Vx € (a—6,a)U(a a+d)

ir limu(x) = limv(x) = b,
X—a X—A

tal

limz(x) = b.
X—a
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RIBU DESNIAI

Teorema. Jei1 funkcijos f ir g turi baigtines ribas

limf(x) =A4, limg(x) =B, A,B €R,tai:
X—a

X—a

1. lim(f(x) +g(x)) = limf (x) + limg(x) = A+ B;

2. limc- f(x) = chmf(x) = - 4;

3. lim(f(x) - g(x) = limf (x) - limg(x) = A - B;

lim f(x
4. lim SO _ x=a )=é, B#0
x—a 9(x) llmg(x) B

xX—a
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NEAPIBREZTIEJI REISKINIAI

f(x)

Nagrinésime reiSkiniy f (x) + g(x), f(x) - g(x), 9()

f(x) ir g(x) ribos yra begalinés arba lygios nuliui.

Neapibréztumai:

0 00
0

)
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ribas, kai




NEAPIBREZTIEJI REISKINIAI

ktu

Skai¢iuodami reiskinio u(x)?™ riba, galime susidurti su tokiais

neapibréztumais:
1,09, c0”
SkaiCiuokime 1% tipo neapibréztuma:

Tarkime limu(x) = 1, o limv(x) = oo, tada
X—a X—a

U(X)v(x) — e}}_‘)‘g(u(x)—l)v(x)
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NYKSTAMUJU FUNKCIJU PALYGINIMAS

ktu

Tarkime, kad a(x) ir f(x) yra nykstamosios funkcijos, kai x — a
arba x — oo . Sias funkcijas lyginsime, nagrinédami jy santykio
ribg

a(x)
276
Apibrézimas. Jei lim 222 = b % 0, tai a(x) ir f(x) Vadinamfc);gf;—'.,‘_
x—a P (x) v

tos pacios eilés nykstamosiomis funkcijomis, kai x — a. %-és;.,f"f_{-i

Pavyzdys. Kai x - 0, a(x) = 22, f(x) = 52" yra tos pacios
eiles nykstamosios funkcijos, nes

xlir(l) 5x3 5 7 -1
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NYKSTAMUJU FUNKCIJU PALYGINIMAS

ktu

Apibrézimas. Jei lim ——= alx) _ = 0, tai a(x) vadinama auksStesnés

x—a B(x)
eilés negu [ (x) nykstamaja funkcija, kai x — a.

Zymésime a(x) = o(B(x)),x - a.

Pavyzdys. Kai x — o0, a(x) = — B(x) = my
nykstamosios funkcijos:
a(x) 1+ x 1 (1 +

lim 2 = 1 = i
xl—>rgoﬁ(x) x1—>r{>103(1-|—x2) 3x1—>r¥>lo 2(

o

e ><N|~§';

)

al x = 00
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EKVIVALENCIOS IR NYKSTAMOSIOS Ktu
FUNKCIJOS

Apibrézimas. Jei

a(x)

lim — =1,

x—a P (x)

tai a(x) ir f(x) vadinamos ekvivalen¢iomis nykstamosiomis
funkcijomis.

Zymésime a(x)~B(x),x - a.
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EKVIVALENCIOS IR NYKSTAMOSIOS
FUNKCIJOS

ktu

Ekvivalenciy funkcijy pavyzdziai:
1) sinx~x, x = 0. 2) sinkx~kx,x — 0.
3) tgx~x, x = 0. 4) tgkx~kx, x = 0.

2
5 1-— cosx~%, x — 0.

6) arcsinx~x, x = 0. 7) arctgx~x, x — 0.
8) In(1+x)~x,x—-0.

9) e*—1~x,x—-0.
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EKVIVALENCIOS IR NYKSTAMOSIOS
FUNKCIJOS

ktu

Teorema. Dviejy nykstamyjy funkcijy santykio
riba nepasikeicia, pakeitus jas joms
ekvivalenCiomis funkcijomis.

. Sin5x . 5x 5
Pavyzdys. lim —— = lim — = -,
x—0 SIn2x x—0 2Xx 2

nes sin5x~5x, sin2x~2x, kai x - 0.
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KA ISMOKOM

* Funkcijos riba:

v’ Taske;

v" Vienpusés ribos;

v" Funkcijos riba, kai x — oo.
* Apreztoji(Neapreztogi) funkceija.

* NeapreZztiejt reiSkiniai.

~*-Nykstamyjy funkcijy palyginimas.

- L. & - -
N, R g o SR - e
. e S5y TR -:u'.-_‘,:__ -
- 5 ~ 5 TR e TR . 27
# g 4 = £ M - j
- = & o o

ktu

* Nykstamoj1 funkcija 1r jos savybes.




KITA PASKAITA e

* Funkcijos tolydumo taske apibrézimai.
* Tolydziy atkarpoje funkcijy savybes.
* Trukiosios funkcijos.

* Trukio tasky tipai.
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