
Dvilypių  integralų taikymai 
 

Geometrijoje: plokščios figūros 𝐷 plotas         𝑆 = ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 

Kūno tūris (cilindro) :                                       𝑉 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,
𝐷

 

Kai kūną iš viršaus riboja  paviršius 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), iš apačios to paviršiaus projekcija 𝑥𝑂𝑦 plokštumoje  -  sritis 𝐷, iš 

šonų – cilindrinio paviršiaus , kurio sudaromosios lygiagrečiai 𝑂𝑧 ašiai. 

 

1) Plokščios  figūros  masė  

 

m = ∬ 𝑝(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

    , p - tankis  

 

2)  Svorio centro koordinates 

 

𝑥𝑐= 
1

𝑚
∬ 𝑥𝑝(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
   ; 𝑦𝑐 =

1

𝑚
 ∬ 𝑦𝑝(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
 

 

3)  Inercijos momentai 

I𝑜 = ∬ (𝑥2
𝐷

+𝑦2)p(x,y) dx dy 

 

I𝑥 = ∬ 𝑦2
𝐷

𝑝(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦  , I𝑦 = ∬ 𝑥2
𝐷

𝑝(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

 

1) Apskaičiuokite figūros plotą , apribotą kreivėmis 𝑥 = 2, 𝑦 = 𝑥, 𝑥𝑦 = 1; 

2) Apskaičiuokite figūros plotą , apribotas tiesėmis     𝑥 + 𝑦 = 6, 𝑦 = 0   ir  parabole   𝑥 = √𝑦 ;  

3) Apskaičiuoti plotą plokščios figūros , apribotos kreivėmis 𝑦 = √𝑥, 𝑦 = 2√𝑥, 𝑥 = 4  

 

Paviršiaus plotų skaičiavimas : 

S =     2 21 , ,x y

D

f x y f x y dxdy    

4) Apskaičiuokite  turį figūros , apribotos kreivėmis 𝑥2 + 𝑦2 = 1,    𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 + 2 , 𝑧 = 0.       

 Sritis D – yra skritulys , todėl pereisim prie polinių koordinačių . 

           𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑 ,  𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑 

          𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜑  

          𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 + 2 = 𝜌2 + 2; 

  

V = ∬ 𝑓(𝑥 , 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 = ∬ (𝜌2 + 2)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜑
𝐷

 =  

 (Figūra simetrinė , todėl imam ketvirtą    0≤  𝜑 ≤ 𝜋
2⁄  ,   0≤  𝜌 ≤ 1 (galima 

ir 0<  𝜑 < 2𝜋)) 

=4∫ 𝜑
𝜋

2
0

  ∫ 𝜌(𝜌2 + 2)
1

0
d𝜌  = 

5𝜋

2
 

 

                                 Teorija: 

Kai kūną riboja iš viršaus paviršiaus  z = 𝑧2(𝑥1 y)  ;  iš apačios  = 𝑧1(𝑥1 𝑦)  ;    

iš šonų  - cilindrinis paviršius , kurio sudaromosios  || Oz   ;    sritės D – kūno 

projekcija   xOy ,  plokštumoje   𝑧2(𝑥1 𝑦) ≥ 𝑧1(𝑥1𝑦)    ,   ∀(𝑥1 𝑦)  ∈  𝐷1  

V = ∬ (𝑧2 − 𝑧1)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

. 

 



 

 
Ats: pi/2 

 
 

 


