5 PASKAITA
Racionaliyjy funkcijy integravimas

Integruojant racionaligjg trupmeng %, kur P(x)ir Q(x) — daugianariai, reikia patikrinti ar ji taisyklinga.
(Racionalioji trupmena vadinama taisyklingaja, kai skaitiklyje esancio daugianario laipsnis n yra mazesnis uz
vardiklyje esancio daugianario laipsnj m. PrieSingu atveju racionalioji trupmena yra netaisyklingoji.) Jei ne,

reikia iskelti sveikg dalj % =S(x) +% .
P(

Sakykime, kad W);; yra taisyklingoji racionalioji trupmena, kurios skaitiklyje ir vardiklyje esantys daugianariai
P(x)ir Q(x) neturi bendry Sakny. Trupmenos vardiklio daugianario Q(x) Saknis gali biiti realios skirtingos, kai

kurios realios kartotinés, jungtinés kompleksinés skirtingos ir jungtinés kompleksinés kartotinés. Realig
nekartoting Saknj . vardiklio Q(x) skaidinyje atitinka dauginamasis x—a, n—tojo kartotinumo realig Saknj p-

dauginamasis (x-B)", jungtiniy kompleksiniy $akny nekartoting pora — dauginamasis x*+px+q, kurio

diskriminantas neigiamas, k- tojo kartotinumo jungtiniy kompleksiniy Sakny pora — dauginamasis (x* + rx+s)k .
P . . .. . . . C ..

Tuomet trupmenos % skaidymas papras¢iausiyjy trupmeny suma apibiidinamas tokiu teiginiu.

Tarkime, kad taisyklingoji racionalioji trupmena % iSreik$ta papraséiausiy trupmeny suma. Tuomet Siame

déstinyje paprasciausiomis trupmenomis:

(1) kiekvieng vardiklio Q(x) dauginamajj x—o atitiks trupmena i;
X—o

(2) kiekviena vardiklio Q(x) dauginamajj (x—«)" atitiks suma AL PR i h ;

X—o (x—a)2 (X_a)n
(3) kiekvieng vardiklio Q(x) dauginamajj x? + px+q atitiks trupmena —ZB“C ;
X2+ px+q

M1x+N1+ M,x+N, - M, X+ N,

2 2 k
X" +IX+S (x2+rx+s) (x2+rx+s)

¢ia AAA,...,A,,BC M, N,,...,M,, N, —realieji neapibrézti koeficientai (kai kurie jy gali biiti lygiis nuliui).

(4) kiekvieng vardiklio Q(x) dauginamajj (x2 + rx+s)k atitiks suma

3
1) jX—Jrlldx =1 . I8skiriame sveika dalj:
X p—

X +1 ‘ x—1

Xox? xPex+1
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x—-1 X—
32
I=I(x2+x+1+inx=X—+X—+x+2In|x—]j+C.
x-1 3 2
2) [— X dx=1
) J.x2+3x+2

X% +3x+2=(x+2)(x+1)

Kai Saknys realios ir skirtingos
X _ A N B

(x+2)(x+1) x+1 x+2




x = A(x+2)+B(x+1)= Ax+2A+Bx+B =(A+B)x+(2A+B)x°

. . |A+B=1 A=-1
talgl = .
2A+B=0 B=2

Tai jIIédx—IXiﬂdx:2In|x+2|—ln|x+14+c;

3 Ix3+6x2+12x+5dx
(x+1)2(x2—1)
kai 3akny tarpe yra kartotiniy (x+1)" (x* —1) = (x+1)° (x+1)(x~1) = (x+1)*(x-1)
C+6x* +12x+5 A , B ,C D
(x+1)°(x-1)  (x+1)° (x+1)® x+1 x-1
X*+6x” +12x+5 = A(X—1)+ B(x+1)(x 1)+ C(x+1)* (x=1)+ D(x+1)° = A(x=1)+ B(x* ~1)+C(x® +x* =x~1)+

+D(x3+3x2+3x+l)
1=C+D
6=B+C+3D
12=A-C+3D
5=-A-B-C+D
Gauname A=1 B=-1 C=-2 D=3.

¥ +6x2+12x+5 1 12 N 3
(x+1*(x=1)  (x+1)> (x+1)® x+1 x-1
dx dx dx dx 1 1
J= - -2 +3 =— + =2In{x+1+3In|x-4+C;
jx+1) I(x+1)2 IX+1 ‘[X—l 2(x+l)2 X+1 x+4 x4

4).[ 2x% —3x—-3

(x—l)(x2 —2x+5)dx =

2x*-3x-3 _ A Bx+C
(x—l)(x2—2x+5) x-1 x2-2x+5

2x? —3x-3= A(x2 —2x+5)+(Bx+C)(x—1)= A(x2 —2x+5)+ B(xz—x)+C(x—1)

2=A+B
—-3=-2A-B+C
—-3=5A-C
Gauname A=-1 B=3 C=-2.
3
“(2x— 2)+1
dx 3x-2 2x 2 dx
J= X =—In|x— —In|x - =
Ix 1 I 2—2x+5 | I 2x+5 x=4+ I 2x+5 I(x_1)2+22

=—|n|X—]J+§In‘x2—2x+5‘+1arctgx—_1+c
2 2 2

x> +x* -8 ‘x3—4x
X —4x® X2+ x+4
x*+4x3 -8
x* —ax?
4x% +4x% -8
T 4x3-16x
4x* +16x -8

2 _ 32 2 _
J:j x2+x+4+%€’x8 dx:x—+x—+4x+_[wdx:
X° —4x 2



2 3 A(x?—4)+B(x?-2x)+C(x? +2x
A +16x-8 A, B C Subendravardikling gauname ( ) ( ) ( )

X(x-2)(x+2) x x+2 x-2 X(x+2)(x-2)

, taigi

4% +16x—8 = A(x2 —4)+ B(x2 —2x)+C(x2 +2x)

4=A+B+C
16=-2B+2C
-8=-4A

Gauname A=2 B=-3 C=5.

4x* +16x-8 2 3 5
==_ +
X(x=2)(x+2) x x+2 x-2

. _ X x? dx dx dx  x® X2 :
Taigi miisy integralas lygus: J:?+7+4x+2j7—3j—+5jm:—+?+4x+2In|x|—3In|x+2|+5In|x—2|+C,

X+2 3
dx dx
6 = =J=—+-In|—|+¢
)| x* — x? '[xz(x—l)(x+1) | |
3x+2 3x+2 x+1
7 = dx = 1nx—2——lnx +2x +4 +—arct +C
) '[ I(x—2)(x2+2x+4) | | | | g(\/_)
8)[ 2X sdx=J = —%lnlx + 1| +%ln|x2 + 1| + arctg(x) — z(i::n +C
(x+1)(x2+1)
N.D.1
Apskaiciuokite integralus
4 dx
X X X
1. |——dx 2. dx AN 4 |\ 7——=
X+ 4 J‘2x+1 S v I(x+1)(x—2)
: J(2x2+41x—91)dx o [, Ix3+1 i o | dx
S (x=1)(x+3)(x—4) xt-Bx2 14 | I3y x|x% +1
0. | >;dx 10. | 2O|X 11'[( 2 dxi %) 12 | = 2
x° -1 x2 + x4 X+ XX +1 x(x2+2)
3 2 2 4
13. J'ﬂdx 14, IX+ 15. sz L ix 16.I X dx
2x -1 X< +1 X +1
dx x° + x* X2 — 3% +2
17. 18. 19. dx
J.x(x—l) I x3 _ ax J.xx2+2x+l




