11 PASKAITA

PIRMOJO TIPO KREIVINIAI INTEGRALAL. .

JU APSKAICIAVIMAS IR TAIKYMAL(2 val.)
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EGZAMINO PRIORITETINIAI KLAUSIMAI

* Pirmojo tipo kreivinio integralo sgvoka
(moketi sudaryti integraling sumg) ir
apskaiCiavimas (be jrodymo);

 Kreivés lanko masé:
* Krerves lanko 1lgis.




PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
SAVOKA

Tarkime, kad funkcija f(x,y) yra apibrézta ir tolydi glodzios
kreivés L lanko AB taSkuose. Lanka 4B
A=Ay, 4,.... 4, =B
padaliname } n daliniy lanky
A;_14;, kuriy 1lgia1 yra As;.

taskais

Kiekviename daliniame
lanke laisvai pasirenkame taska
M;i(x;, ;).

ApskaiCiuojam funkcijos

reikSmes Siuose taskuose

f(M;).




PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO =

n
Sudarome integraling suma o, = Z 1 (x;, v )As; .
i=1

gpibréiimas: Baigtiné integralinés sumos riba, kai\
max As; — 0, nepriklausanti nuo lanko 4B
padalinimo j dalinius lankus bei tasky M;(x;,y;)
parinkimo, vadinama funkcijos f(x,y)

pirmojo tipo Kreiviniu integralu Kreive L
Ir Zymima j f(x,y)ds arba j f(x,y)ds.
L
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO [
SAVOKA

-

\
Teorema: Jei kreive L yra glodi, o funkciyja f(x,y) tolydi Sios

kreivés taSkuose, tai egzistuoja funkcyos f(x,y)
pirmojo tipo kreivinis integralas.

)

Jei L — glodi kreivé erdvéje R’ ,0 f(x,y,z) — tolydi funkcrja,
apibréZta kreives L tasSkuose, tai funkcijos f(x, y,z) pirmojo tipo
kreivinis integralas kreive L apibréiiamas analogiSkai:

jf(anaZ)dS— Zf XisVisZ Z)ASZ
L

maXAS



PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO

SAVYBES .

Pirmojo tipo Kkreivinio integralo savybés:

1) Je1 f(x,y) ir g(x,y) — tolydzios funkcijos, apibréztos
kreives L taskuose, o «, f — realieji skaiciai, tai
J (@ () + Be(x.y))ds = a j fGey)ds+ j g(x,y)ds.
L 5

2) Jel integravimo kreivé L sudaryta 18 baigtinio skaiciaus ‘
glodziyjy lanky L,..., L, tai ‘

j S (x,p)ds = j S, p)ds+...+ j S (x,p)ds.

k




PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
SAVYBES

3) Pirmojo tipo kreivinio integralo skaitiné reikSmeé
nepriklauso nuo kelio AB krypties, t.y.

If(xay)ds = jf(x,y)ds.
AB BA

4) Jei f(x,y)=1V(x,y)e L, tai S
jdszl, - ‘

¢ia [ — kreiveés L ilgis (geometriné pirmojo tipo

kreivinio integralo prasmé).




PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
SAVYBES

5) Palyginimo savybeé. Jei f(x,y)>g(x,y) V(x,y)elL, tai
[ £Gpyds = [ g(x.p)ds.
L L

6) Integralo modulio jvertis: J- f(x,y)ds| < j Sf(x,y)ds.
L L

7) Vidutinés reik§més terema. Jei f(x,y) tolydi kreivés L |
taSkuose, tai egzistuoja toks taskas M (xy, o)< L, kad .
jf(x,y)ds = l-f(xo,yo ), Cia [/ — kreives L lanko 1lgis.




PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
APSKAICIAVIMAS

Tarkime, kad plokStumoje
AY o(x) xQOy duota glodi kreive L, kurios
lygtis y=g(x), xelab], o
f(x,y) — tolydi kreivées L
taSkuose funkcnya. Tada kreives
tasko (x,y) koordinatés bus
(x,g(x)) ir f(x,y)=(xg(x)),
kai x €|a,b].




PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
APSKAICIAVIMAS

Pasinaudoje kreives lanko 1lgio apskaiciavimo formule

' 2
As; = 1+(g'(e)PAx, ¢ e (1)
integraling sumg uzraSome taip:

o :Zf(xiayi)ASi =

J1+

M:

~,
Il
o
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http://www.tany.lt/stud/index.php?page=temp

PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
APSKAICIAVIMAS

Peréje prie ribos, kai maxAs; >0 (tuo paciu 1r
maxAx; — 0), pirmojo tipo kreivin] integralg 1SreiSkiame

apibréztiniu integralu

| f(x.y)ds = lim Zf (x.,7,)

max As; —0

:mllAIxnﬁozf x g \/1+
b

— jf(x,g(x))\/l+(g'(x))2dx
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
APSKAICIAVIMAS

Taigi,
Kai duota kreivé y = g(x):
b

ff(x’”ds = ff(x,g(x))\/“ (9'(0)) dx
L

a

Kai duota kreivé x = Y (y):
d

f f(x,y)ds = f f(lp(y),y))\/ 1+ (') dy
L

Cc
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
APSKAICIAVIMAS

e Je1 glodi kreive L 1Sreiksta parametrinémis lygtimis

x=x(1), y=y@1), telt,0],
tai

e Jei glodi kreive L 1Sreiksta lygtimi p = ,0((0), Qe [0!,,3],

s
tai [ fCep)ds = [ fpcosp, psinp) p* +(p)do.
L a
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
APSKAICIAVIMAS

Jei Lc R - kreive, 1SreikSta parametrinémis lygtimis
x=x(1), y=y(t),z=z(@1), telt.t]

[ £ Gy 2)ds = [ £(x(e) 1(0), 2N OP + (0P + ()
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
APSKAICIAVIMAS

Pavyzdziai: 1. ApskaiCiuokite pirmojo tipo kreivinj

integralg:
d

j >, L: tiesés y=>-2 atkarpa tarp

XY 2

tasky A(0; —2) ir B(4;0).
y;c:%Q dS:\/lJr(y;C)zdx:\fdx; 0<x<4

4 4 4

J ds :I 1 .ﬁdxzﬁj & _ gl ol ms
XY _(326_2j 2 20;+2 9) 7
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO

APSKAICIAVIMAS .

2. Apskaiciuokite pirmojo tipo kreivinj integrala:

[ [x— deS,

L

kai L yra atkarpa nuo A(0; 0) iki B(2; 1).

1 , 1
B y=kx+b=§x; yx—z,

.................

2

j(x—y)ds=f<x—%x> /1+%dx=\/7§.
L

0
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO

APSKAICIAVIMAS .

3. ApskaiCiuokite pirmojo tipo kreivinj integrala:

j (x% + y*)ds,
L
: .. |x=3cost : L
ka1 L kreives oy lankas, esantis I ketvirtyje
y =3sint

N
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
APSKAICIAVIMAS

y'.(t) =3cost; x'(t) = —3sint,

j(x2 + y2)ds =

L

7
= f((3 cost)? + (3sint)?)/(—3sint)2 + (3 cost)2dt =
0

T
2

27T
f 9(cos?t + sin?t) \/9(cos2t + sin?t) = —.
0

2
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
APSKAICIAVIMAS

4.  Apskaiciuokite pirmojo tipo kreivinj integrala:

j\/x2+y2ds,
L

L: x=a(cost+t-smt), y=a(smt—t-cost), 0<t<2r.
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
APSKAICIAVIMAS

\/x2 +y2 z\/az(costth-sint)2 +azz(sint—t-cost)2 =a1+£2

ds =+ (x; 2+ (vt =

= \/(a(— sin ¢ +sin ¢ +17-cost))* +(a(cost —cost +1-sin ¢))*dt =

=at-dt
27 2(1”2)%27: 3 3
j«/x2+y2dS: Ia\/1+t2-at-dt=a2 3 =%((1+27z)2—1)
L 0 2
0
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
TAIKYMAI

1) Kreivés lanko ilgis /= I ds= Im ZASi,

(kat f(x,y)=11)

2) Materialiosios kreivés lanko maseé.

Tarkime, kad erdvinés kreivés L taSkuose apibrézta
tolydzioji funkcija y(x,y,z)> 0, kuri apibtidina materialiosios
kreivés mases pasiskirstymo tankj.

21



PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
TAIKYMAI

Rasime kreivés mas¢ m. Kreive L suskaidome ] n daliniy
lanky As;. Kiekviename daliniame lanke laisvai pasirenkame

taSkg M;(x;,y;,z;). Tarkime, kad daliniame lanke As; masés
tankis yra pastovus ir lygus y(x;,;,z;). Tuomet i—ojo lanko
mase¢ apytiksliai lygi

Amy = y(X;, Vi, 2 )As;,

o kreivés masé




PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
TAIKYMAI

Kadangi funkcija y(x,y,z) yra tolydZioji, tai, peréje prie
ribos, kai max As; — 0, gauname

m = jy(x,y, z)ds.
L
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
TAIKYMAI

3) Cilindrinio pavirsiaus plotas.
Nagrinekime cilindrinj pavirsiy, kurio vedamoji yra kreive L,
esanti plokstumoje xOy, sudaromoji — lygiagreti Oz asiai.

Kreives L taSkuose apibrézZta

neneigiama  tolydi  funkcpa

z= f(x,p). Cilindrinio

pavirSiaus, esancio tarp z=0 1r
>y z= f(x,y), plotas:

S = [ f(x,y)ds
L

N
[l
~
—_
e
<
N—"

?Q

|
AR

P\
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
TAIKYMAI

4) Materialios kreivés masés centro koordinatés.
Je1 materialios erdvinés kreivés L mases pasiskirstymo tankis
vy =y(x,y,z) yra tolydzioji funkcija, tai $ios kreivés masés

centro koordinatés:

1 1
Xe :_jxy(xayaz)ds; Ye :_IYV(xayaz)dS;
" "L

1
Zc :_J‘Z]/(xayaz)ds'
mL
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PIRMOJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
TAIKYMAI

5) PloksS¢ios Kkreivés lanko inercijos momentai
koordinacCiy asiy ir koordinaciy pradzios tasko atzvilgiu:

Iy = Iyzy(x, yyds; I, = j Xy (x, y)ds;
L L

Iy = j(xz + y2 )}/(x, y)ds.
L
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KA ISMOKOM o

1922

* Pirmojo tipo kreivinio integralo sgvoka ir
apskaiiavimas;

 Kreivés lanko maseé;

* Kreives lanko 1lgis.
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KITA PASKAITA

* Antrojo tipo kreivinio integralo sgvoka ir
apskaiCiavimas;

* Kintamosios jegos (jégy lauko) darbas.

28
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UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI

1. Apskaciuokite integralg fL Jyds, kai L:y = 4x%,0 < x < 1.

2. Apskaciuokite integralg fL (x —y)ds, kai L tiesés 3x —4y = 0
atkarpa nuo koordinaciy pradzios tasko iki tasko B(4; 3).

3. Apskaciuokite integralg [, 3yvx + 1ds, kai L:y = 24/x,3 < x < 5.

4. Apskaciuokite integralg fL yds, kai L tiesés y = 2x atkarpa tarp
tasky A(1;2) ir B(3;6).

5. Apskaciuokite integralg fL xds, kai L kreivés, x = cos 2t,y = sin 2t,
kai 0 < t <~ lankas.
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