12 PASKAITA

ANTROJO TIPO KREIVINIAI INTEGRALAL.
JUY APSKAICIAVIMAS IR TAIKYMAL(2 val.)

ktu




EGZAMINO PRIORITETINIAI KLAUSIMAI

* Antrojo tipo kreivinio integralo sgvoka
(mokéti sudaryti integraling sumg) ir
apskaiCiavimas (be jrodymo);

* Kintamosios jegos (jégy lauko) darbas.




ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALOJG
SAVOKA kc____nn’-

4 )
Apibrézimas: Kreive L= AB vadinsime orientuota, kai

nurodyta, kuris 1§ dviejy tasky A ir B yra
\ kreives pradzios taskas. )

~

Apibrézimas: Kai kreive L yra uzdara, susitarta teigiamgja

uzdarosios kreivés L apéjimo kryptimi vadinti
ta, kuria taskas judédamas kontiru L turi kair¢je
pus¢je kreiveés L ribojamg srity (prieS laikrodzio

\_ rodykle). /




ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
SAVOKA

Tarkime, turime glodzig orientuotg kreive L = AB, kurios
taSkuose apibréztos dvi tolydziosios funkcijos P(x, y) ir O(x, y).

Taskais A, (x;,y;) kreive

Vn L = AB padaliname j n daliy
y, A;_1A;. Tarkime,  kad
dalinio lanko A4;_;A4; 1lgis

Vil lygus As;. Pazymékime

Yo
| Ax; =x; —X;_1,

0 x X1 X; X Ay =yi—Yi1-



ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
SAVOKA

Kiekvienoje dalyje A;_;A; laisvai pasirenkame taska M;(x;,y;)
ir  apskaiCluojame  funkciyjy  reikSmes  Siame  taske
P(xiayi)a Q(xiayi)'

Sudarome integraling suma

n

o =D (POx;, v )Ax; + O(x;, v )AY; ).
i=1




ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
SAVOKA

@ibréiimas: Baigtiné  integralinés sumos riba, kh
max As; — 0, nepriklausanti nuo orientuotos
kreivés L suskaidymo j dalis ir tasky M;(x;, ;)
parinkimo, vadinama antrojo tipo Kkreiviniu
integralu Kkreive L = AB ir Zymima

j P(x, y)dx+ QO(x, y)dy. /

\ AB




ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
SAVOKA

Kai O(x, y) =0, gauname kreivin] integralg: JP(x, y)dx,
AB

kai P(x, y) =0, gauname kreivinj integralg: IQ(x, y)dy.
AB

IS antrojo tipo kreivinio integralo iSplaukia, kad

| PG, y)dx+ [OCx, y)dy = [ P(x, y)dx+Q(x, y)dy.
AB AB AB



ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO

SAVOKA ’

"4

Apibrézdami pirmojo tipo kreiviny integralg funkcijos
reikSme taske M, (&;,7n;) dauginame i3 dalinio lanko As; ilgio.
Kadangi lanko 1lgis As; nepriklauso nuo integravimo krypties,

tai tos Kkrypties pakeitimas neturi jtakos pirmojo tipo
kreiviniam integralui.

Apibrézdami antrojo tipo kreivinj integralg funkcijy reikSmes
taSke M;(x;,y;) dauginame i§ lanko As; projekcijy Ax; ir Ay;.
Pakeite integravimo kreive L = AB krypti, pakeiiame ir
lanko As; projekciju Zenklus.




ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
SAVOKA

Todel
| PCx, y)dx + O(x, y)dy = = [ P(x, y)x + Q(x, y)dy
AB BA

AnalogiSkair apibréziame antrojo tipo kreiviny integralg
erdvine kreive L:

| Py, 2)dx +Q(x, y, 2)dy + R(x, y, 2)dz.
AB




ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
APSKAICIAVIMAS

Nagrin¢kime integralg j P(x,y)dx+ Q(x,y)dy. Tarkime, kad
AB
kreives L lanko AB parametrinés lygtys yra

x=x(1), y = y(0),
lanko pradzios taska A atitinka parametro ¢ reikSmeé ¢, o lanko

galo taska B - reikSmé ¢,. Be to, x(¢), y(¢t) ir x'(¢), y'(¢) yra"f%
tolydzios atkarpoje [¢1,¢,], o funkcijos P(x,y) ir O(x, y)

tolydzios kreivés L taSkuose. Tai e

[ PG+ 005y = (P )10+ 0010 (il

AB t
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ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
APSKAICIAVIMAS

Je1 kreive L 1SreiksSta lygtimi y = y(x), o judéjimg nuo tasko
A 1 tasSka B atitinka x kitimas nuo a 1ki b, tai

b
| Px, y)dx + O(x, y)dy = [ (P(x, y(x))+ O(x, y(x))- ¥/ (x))dix.

s g A5 ‘ _
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ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
APSKAICIAVIMAS

Pavyzdys: ApskaiCiuokite integralg J. (2x+3 y2 )dx + (6xy —1)dy
L
nuo tasko A(1;1) iki tasko B(2;4), ka1l integravimo

kelias L nusakomas parabolés y = x? lanku.

Kai y = x2, tai dy = 2xdx 1r j(2x + 3y2)dx +(6xy—1)dy =
7 _

f(2x+3x )JX+I( 0x —1) 2xdx = 93 |
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PIRMOJO IR ANTROJO TIPO _
KREIVINIY INTEGRALUY SARYSIS

13

Tarkime, kad L -
glodzioji orientuota
kreive. Kampus,
kuriuos kreivés liestiné
eimnanti per tasSkag

Tl',

M(x;,y;), sudaro su
koordinaciy asiy
teiglamomis pusasemis,
pazymesime o 1r f.



PIRMOJO IR ANTROJO TIPO _
KREIVINIY INTEGRALUY SARYSIS

Matome, kad Ax; = As; cosa, Ay; = As; cos f.
IS ¢ia gauname, kad

n

D (P(x;, i )Ax; + Ox;, v )Ay; ) =
i=1

n
~ D (P(x;, y;)cosa +0(x;, y;)cos B)As;
i=l1
Peréje prie ribos, kai max As; — 0, gauname abiejy tipy
kreiviniy integraly sarysj
J PG y)dx+ Q(x. y)dy = [ (P(x.y)cosar+Q(x.y)cos f)ds.
L L
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ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
MECHANINE PRASME

Tarkime, kad materialus taskas, veikiamas kintamos jégos

F(x,v,z)=P(x,,2)i +0(x,v,2)j +R(x,y,z)k,
juda kreive L. Apskaiciuosime Sios jégos atliktg darbg.

Lankg L padaliname ] »
daliniy lanky A4;_;4;.
Kiekviename lanke
pasirenkame taSka

M(xi,i52;).
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ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
MECHANINE PRASME

Tarkime, kad kiekviename daliniame lanke jéga F yra pastovi ir
lygi

Fi(M;)=F(x;,;.2;),
o taSkas juda ne lanku A;_;, 4;, bet atkarpa A;_ 4;.

Tada materialaus tasko poslinkis lygus:

AS:Z' ZA)CZ' ;_I_Ayl 'j'FAZl' ];
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ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
MECHANINE PRASME

Kadangi darbas lygus jégos ir poslinkio vektoriy skaliarinei
sandaugai, tai jégos F atliktas darbas apytiksliai lygus:

n
i=l1

Peréje prie ribos, kai max As; — 0, gauname

| _A, = j P(x,y,z)dx+O(x, y,z)dy + R(x, y, z)dz.
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ANTROJO TIPO KREIVINIO INTEGRALO
MECHANINE PRASME

ApskaiCiuokite darbg, kur; atlieka jéga
F=(x—y) +xj, perkeldama materialyji taska

kreive L: y =4 — x? i§ tasko A(2;0) i taska B(1;3).

Pavyzdys:

F=Pi+0j; dy=-2xdx
A= jP(x, y)dx +Q(x, y)dy = J-(x — y)dx + xdy =
L L

29
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Matematika 2 (P130B002)




KA ISMOKOM

* Antrojo tipo kreivinio integralo sgvoka ir
apskaiiavimas;

* Kintamosios jegos (jegy lauko) darbas.

19
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KITA PASKAITA

* Dwvilypio 1r kre1vinio integraly rysSys.

* Antrojo tipo kreivinio integralo

priklausomyb¢ nuo integravimo kelio.

* Pilnyjy diferencialy integravimas.
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UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI

1. Apskaiciuokite integralg f, x“*dx + ydy, kreive L:y = x? nuo tasko
A(0,0) iki tasko B(1,1).

2. Apskaiciuokite integralg [, xydx + (x* — y*)dy, kreive L:y = x
nuo tasko A4(0,0) iki tasko B(1,1).

3. Apskaiciuokite integralg [, (x —y)dx + xdy, kaiL:y = 4 — x*
kreivés lankas nuo tasko A(1,3) iki tasko B(2,0) kryptimi.

X = 2cost

4. ApskaicCiuokite integralg fL ydx — xdy, Kai L: {y — Jdint kreivés

lankas, esantis pirmajame ketvirtyje ir apeinamas teigiamaja kryptimi.

21
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