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PIRMYKSTE FUNKCIJA IR NEAPIBREZTINIS INTEGRALAS s /3 v

INTEGRAVIMO METODALI. (4val.)




EGZAMINO PRIORITETINIAI KLAUSIMAI

* Pirmyksté funkcija ir neapibréztinis integralas;

* Neapibréztinio integralo pagrindinés savybes.




PIRMYKSTE FUNKCIJA IR NEAPIBREZTINIO
INTEGRALO SAMPRATA

Diferencialinio skai¢iavimo uzdavinys:

rasti funkcijos 1Svesting arba diferencialg, t.y. duota F(x) -
diferencijuojama funkcija atkarpoje [a, b], reikia rasti

F'(x)= f(x) arba dF(x) = F'(x)dx = f(x)dx.

Daznai tenka spresti atvirksSting uzdaving — ieSkoti F(x), kai
zinoma S10s funkcijos 1Svestiné f(x) arba diferencialas f(x)dx.



PIRMYKSTE FUNKCIJA IR NEAPIBREZTINIO
INTEGRALO SAMPRATA

/Apibréiimas: Funkcija F'(x) yra vadinama funkcijos f(x)\
pirmykste funkcija atkarpoje [a,b], jeigu

visuose S10s atkarpos taskuose teisinga lygybé

\_ F'(x)= f(x) arba dF (x) = f(x)dx. -

Integravimo uzdavinys: rasti pirmykste funkcija.

AnalogiSkai apibréZziama ir pirmykste funkcija intervale
(a,b) arba begaliniame i1ntervale, jei1 jame funkcija
diferencijuojama.




PIRMYKSTE FUNKCIJA IR NEAPIBREZTINIO
INTEGRALO SAMPRATA

Pavyzdys.
F(x)=sinx, tai F'(x) =cosx = f(x).
Funkcijos f(x)=cosx pirmykstés funkcijos F(x)
intervale (—oo;+00) yra §ios:

F(x)=sinx,
F(x)=sinx+1,
F(x)=smx-35,

F(x)=sinx+C, C=const.

Visy Siy funkcijy 1Svestinés yra cosx.
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PIRMYKSTE FUNKCIJA IR NEAPIBREZTINIO
INTEGRALO SAMPRATA

4 Teorema: Jei Fi(x) ir F5(x) yra dvi funkcijos f(x) pirmykstes A

funkcijos atkarpoje [a,b], tal jos viena nuo kitos
skiriasi tik konstanta C:

S F(n-Fx)=C. g
Irodymas. F/(x)= f(x) ir F5(x)= f(x) =
F(x)~F3(x)=f(x)~ f(x)=0, Vxe[a,b].
Hx)-F(x)= gFl (x)—F> (x))i =0, nes (consz‘), =0.
cont

Tai F(x)-F(x)=C.




PIRMYKSTE FUNKCIJA IR NEAPIBREZTINIO
INTEGRALO SAMPRATA

Si1s atvirkStinis veiksmas 1Svestinés radimui negali pilnai
atkurti funkcijos, nuo kurios buvo gauta iSvestin¢ (nes C'=0 ir
konstantos neatkuriame). Atkurdami mes gaunam ne vieng

pirmykste, o pirmyksSciy funkcijy aibe F'(x)+ C, kuriy 1Svestine
yra f(x).




PIRMYKSTE FUNKCIJA IR NEAPIBREZTINIO
INTEGRALO SAMPRATA

apibréiimas: Jeigu funkciyja F'(x) yra funkcijos f(x) pirmykste, )
tai reiskinys F(x)+C (C—const) vadinamas
funkcijos f(x) neapibréZtiniu integralu:

N j F(x)dx=F(x)+C. y

Cia f(x) - pointegraliné funkcija,

f(x)dx- pointegralinis reiskinys,

j - integralo Zenklas, x —integravimo kintamasis.

Veiksmas, kuriuo randama duotosios funkcijos pirmykste
funkcija, vadinamas integravimu.




PIRMYKSTE FUNKCIJA IR NEAPIBREZTINIO
INTEGRALO SAMPRATA

Geometriskai j f(x)dx reiskia
Seimg kreiviy y=F(x)+C,
kurty  kiekviena  gaunama
lygiagreciai pastumiant
funkcijos y = F(x) grafikg Oy
aSies kryptimi 1 virSy ar |
apacig.

y=F(x)+c

/ y=F(x)

/ y=F(x)—c




NEAPIBREZTINIO INTEGRALO SAVYBES
IS neapibréztinio integralo apibrézimo seka:
L ([ £0odx) = £(x), nes

[/ )dx) =(F(x)+C) = F'(x)+C' = f(x).

Neapibréztinio integralo iSvestiné lygi pointegralinei

funkcijai.
2. d([ feodx)= ] f(x)dx) dx = f(x)dx.
Neapibréztinio integralo diferencialas lygus

pointegraliniam reiskiniui.

3. j d(F(x))= j F'(x)dx = j f(x)dx=F(x)+C.

10



NEAPIBREZTINIO INTEGRALO
SAVYBES

@ N

1 Teorema: Pastovy daugikly galima iSkelti prieS integralo

zenkla:
jaf(x)dx = a_[f(x)dx, kai a =const (a#0).

o )

11




NEAPIBREZTINIO INTEGRALO
SAVYBES

2 Teorema: Baigtinio skai¢iaus funkcijy sumos (skirtumo)

integralas yra lygus Siy funkcijy integraly sumai
(skirtumui):

J(f@+g)dx =] fx)drt [ gx)dx. i

' »
Ty
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NEAPIBREZTINIO INTEGRALO
SAVYBES

ISvada:

I(af(x) +bg(x))dx = ajf(x)dx + bjg(x)dx, a,b = const
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NEAPIBREZTINIO INTEGRALO
SAVYBES

3 Teorema: (apie integravimo formuliy invariantiSkuma) A
Jeigu j f(x)dx=F(x)+C ir u=¢(x) - funkcija,

turinti tolydZig iSvestine, tai

\_ J-f(u)duzF(u)+C. Y

Irodymas:

é

Imkime sudeting funkcija F(u) = F(¢(x)). * ‘
Pirmos eilés diferencialui yra budingas formos
invariantiSkumas v

dF(u)=F'(u)du = f(u)du.
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NEAPIBREZTINIO INTEGRALO
SAVYBES

Tuomet

[ /() = [ dF () =F (u) +C.

ISvada: visos integravimo formulés bus teisingos, jeigu vieto] -
kintamojo bus funkcija. Svarbu, kad kintamieji bty tie

patys. -

8 e :
2 & Wi o
Tpmo M i

~ (N

15




NEAPIBREZTINIO INTEGRALO SAVYBES

Pavyzdys.

@:m|u|+c, (u#0), ¢ia u = @(x).
u

J-f(x+a)dx=jf(x+a)d(x+a) =F(x+a)+C, ; ‘

d(x+a)=(x+a)dx=1-dx
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INTEGRAVIMO METODALI:

v’ Tiesioginio integravimo metodas
v Kintamojo keitimo metodas
v Integravimas dalimis
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TIESIOGINIO INTEGRAVIMO METODAS

Integravimas, naudojantis pagrindinémis neapibréztinio integralo
savybémis ir pagrindinémis formulémis, vadinamas

TIESIOGINIU INTEGRAVIMU.

Kad galétume taikyti integravimo formuliy invariantiSkumo
savybe, pointegraliny reiSkiny reikia pertvarkyti taip, kad
integruojant galétume taikyti kurig nors integravimo formule.
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TIESIOGINIS INTEGRAVIMAS

Pavyzdziai:

1. '[de 2. [(@x—1)dx 3. [(Bx—4)dx

dx dx dx
e o [
1+9x cos?(8x + 3) 2—-2x

. dx
j (3 + tg2(5x))cos?(5x)
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KINTAMOJO KEITIMO METODAS

Tarkime, kad I f(x)dx negalima apskaiCiuoti taikant

integravimo savybes ir formules. Vienas 1S metody yra keisti
kintamaj1, po kurio integralas susiveda } mums pazjstamg.

Seng kintamgj] x pakeiiame funkcija nuo naujo kintamojo ¢ :
x=¢(t), p(t) - tolydi diferencijuojama funkcija, 0o x =¢(¢) turi
atvirkstine funkcijg ¢ =w(x), be to ¢'(¢) = 0.

B A S 0 0

X=@
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KINTAMOJO KEITIMO METODAS

Pavyzdys:

f dx |
veX +1°
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KINTAMOJO KEITIMO METODAS

Jei pointegraliniame reiskinyje yra:
2

1) dauginamasis J a’ —x , tal tikslinga jvesti trigonometrinius

keitinius x = asin¢ arba x = acost;

2) J a’ +x° , ta1 ;vedame keitinius x = atgt arba x = actgt;

. . a a
3) J X’ —a? , ta1 jvedame keitinius x = —— arba x =—.
cost sin ¢

PavyzdZiai: 25— x2 dx
| g 2
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INTEGRAVIMAS DALIMIS
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INTEGRAVIMAS DALIMIS

Turim dvi funkcyas wu=u(x), v=v(x), turinfias tolydzias
1Svestines. Tuomet
d(uv) = (u'v+uw )dx = u'dxv +uv'dx = vdu +udyv

—_—

du dv
d(uv) =vdu +udv

udv=duv)—vdu
judv = jd(uv) —jva’u = uv—jvdu.

—
uyv

Norint 813 formule pritaikyti, reikia pointegraliny reiSking
suskaidyti 1 du dauginamuosius u 1r dv.
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INTEGRAVIMAS DALIMIS

1) _f P(x)In xdx, jP(x) arcsin xd.x, I P(x)arctgxdx, ...

P(x) — daugianaris

u =In x, u = arcsin x, u = arctgx, ...

2) I P(x)e™ dx, jP(x) cos(ax)dx, JP(x) sm( ax)dx,

P(x) — daugianaris, a — realus skaiCius

u = P(x)
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INTEGRAVIMAS DALIMIS

3)  [e™ cos(bx)dx, [e™ sin(bx)dx, [sin(In x)dx, [cos(tn x)dx,
a,b — realus skaiciai.

u=e*, u=sm(lnx),u=cos(lnx).

Pazyméje bet kurp Sios grupés integralg raide I ir dukart
pritaitke integravimo dalimis formule, gausime pirmojo

laipsnio lygt) integralo I atzvilgiu. IS Sios lygties rasime 1.
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INTEGRAVIMAS DALIMIS(papildomai)

LIATE, ILATE, and DETAIL rules

We have

L = logarithmic

I = inverse trigonometric
A = algebraic

T = trigonometric

E = exponential

LIATE and ILATE are supposed to suggest the order in which you are to choose
the “u”. In DETAIL (LIATE backwards with a D in front, right?) we have the order
in which to choose our “dv”.

https://mathnow.wordpress.com/2009/10/14/liate-ilate-and-detail/
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INTEGRAVIMAS DALIMIS

Pavyzdziai:

1. J xcos(3x)dx 3. J arctgxdx

Z.flenxdx 4.fe3xc052xdx
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KA ISMOKOM

+ Pirmyksté funkcija ir neapibréztinis integralas; i

.

* Integravimo metodai.

Matematika 2 (P130B002)
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KITA PASKAITA

Integralin¢é suma 1r apibréztinis integralas;
Apibréztinio integralo savybes;
Geometrine intepretacija;

Integralas su kintamu virSutiniu réziu;
Niutono — Leibnico formulé.
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UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI

o [tg(x)dx

. f1+x+(arctg(3x))3 dx
1+9x?2

arctg(e?*)
1+etx dx

e [arctg(vx — 1)dx;

er
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