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3 PASKAITA

INTEGRALINE SUMA IR . e
APIBREZTINIS INTEGRALAS' (Ry" ‘ .ano)
APIBREZTINIO INTEGRALO SAVYBES
GEOMETRINE INTEPRETACIJA.» | :
INTEGRALAS SU KINTAMU VIRSUTINIU REZIU.
NIUTONO - LEIBNICO FORMULE. (2 val.)



EGZAMINO PRIORITETINIAI KLAUSIMAI

* Apibreéztinio integralo savoka;

* Apibréztinio integralo savybés (mokéti pakomentuoti
savybiy geometringe prasme, pvz:

v didesnés funkcijos ir integralas didesnis - parodyti
geometriskai.

v’ arba jvertinimo savybés geometriné prasmeé);
* Kreivinés trapecijos plotas.

* Integralas su kintamu virsutiniu réziu
(be jrodymo, moketi taikyti).

 Niutono — Leibnico formulé
(su jrodymu, mokeéti taikyti)



APIBREZTINIO INTEGRALO SAMPRATA
Duota funkcija y = f(x), tolydi ir apibrézta intervale [a, b].
1. Atkarpa [a, b] padalijame ] n

AY y= 1) daliy (nebutinai lygiy)

a<x1<...<xl-_1<xl-<...<xn.

2. Kiekvienoje dalyje parenkame

po taska ¢;:

v
=
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APIBREZTINIO INTEGRALO SAMPRATA

3. Suskai¢iuojame funkcijos reikSmes pasirinktuose taskuose

fla), flea) s flei)s oo flen).

4. Sukonstruojame sandaugas (intervalo 1lg] padauginame 18
funkcijos reikSmiy pasirinktuose taskuose)

fler) Axy, flep) Axy, ..oy flc)- Axjs o
AXZ' =X; —Xj_1, (l — 1, I’Z)

5. Gautas sandaugas susumuojame

D fle)-Ax; = fley)- Ay + f(ep)- Ay +..+ f(cy,)- Ax,,.
i=1

1 y=f()




APIBREZTINIO INTEGRALO SAMPRATA

6. Gautoj1 suma priklausys nuo intervalo padalinimo. Tam,

kad nepriklausyty, pareikalaukime Ax; =[x;_;,x;]— 0, Vi,

arba jeigu A =max|x;_{,x;], i €1, n ir jeigu A — 0, tai gauta

suma nebepriklausys nuo padalinimy kiekio ir gausime
n
D fle)-Ax;.
i=l1

S1 suma vadinama integraline (Rymano) suma.




APIBREZTINIO INTEGRALO SAMPRATA

(Apibréiimas. Baigtin¢ integralinés sumos riba, kai A —>®,

vadinama funkcijos f(x) apibréztiniu integralu atkarpoje |a, b].

b b n
Zymime [ f(x)dx.  Taigi, [ f(x)dx = /%ii)noz f(c;)- Ax,;.
a i=1

\__ a /

SkaiCiai a ir b vadinami apatiniu ir virSutiniu integravimo

réziais ( /(x) apibrézimo srities galai).




APIBREZTINIO INTEGRALO SAMPRATA

Funkcyja vadinama integruojama Rymano prasme, jeigu
atkarpoje [a, b| ji yra tolydi (nes tik tolydi funkcija turés

sukonstruotos integralinés sumos ribg).

(Jei funkcijos f(x) integraliné suma turi baigtine riba, tai
funkcijg vadiname integruojama Rymano prasme atkarpoje

[a, b] arba integruojama atkarpoje [a, b).)




APIBREZTINIO INTEGRALO .
GEOMETRINE PRASME

K3 reiskia Iim Z f(c;)-Ax; geometrisSkai?

A—0
i=l1
Pasekime integralinés sumos sudarymo zingsniais. Pradine
saglyga buvo: duota funkcija f(x) - tolydi atkarpoje [a, b] - kas
tal yra geometriSkai?

47 y=[(x) Apibrézimas: ; '
| Figlira, apribota funkcijos. .

«za?_g

y=f(x) grafiku ir tiesémis

x=a ir x=b, ir x ‘as_l-""'

»x intervalu vadinama Kkrei
trapecija.



APIBREZTINIO INTEGRALO
GEOMETRINE PRASME

Taigi, turime kreiving trapecija. I y=f()

1) Dalijame atkarpa |a, b] j intervalus;

2) Juose parenkame c;;

3) Suskai¢iuojame f(c;). e C -
4) Kas bus f(c;)-Ax;? — Tai statiakampiy, kuriy krastinés * ‘ :

eina per dalinimo taskus, o aukstinés ilgis f(c; ), plotai.

5) Sumuojame visas sandaugas — geometriSkai gauname =

i

laiptuotos figiiros plota.



APIBREZTINIO INTEGRALO
GEOMETRINE PRASME

6) Parcikalaujame, kad max(Ax;)—> 0. Jeigu didZziausias intervalas

artes ] nulj, ta1r ty ploteliy bus labai daug ir laiptuotos figiiros
plotas artés prie kreivinés trapecijos ploto:

limY f(c) -Ax|=S,
150 l;f( z) i kreiv.trap. %,
Reikia pastebéti, kad y = f(x) buvo teigiama (y > 0). Jeigu funkcuos ;

grafikas biity Zemiau x aSies, atlikus procedirg f(c;)<0 visa suma_k

buty su ,,—,, Zzenklu. Taciau gautoji sumos riba vis tiek reiksty PlOt e
.~ Todyty tik figtiros padét; x asSies atzvilgiu. -
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APIBREZTINIO INTEGRALO SAVYBES .

Sakykime, kad f(x) ir g(x) - integruojamos atkarpoje [a, o] funkcijos.
Tuomet teisingi Sie teiginiai:
1) Tiesiskumo savybe:

b

[ (of (x)+ Be(x))dx = j f(x)dx+ j g(x)dx,

a

a, B - bet kokie realieji skaiciai.

2) j F(x)dx=0.
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APIBREZTINIO INTEGRALO SAVYBES .

a b
3) Kai a <b, tai j F(x)dx =— j £(x)dx.
b a

4)  Adityvumo savybé. Kad ir kokie bity skaiciai a,b,c teisinga
lygybe

b C b
j F(x)dx = j F(x)dx + j £ (x)dx,

jei tik visi trys integralai egzistuoja.
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APIBREZTINIO INTEGRALO SAVYBES .

5) Pastovaus Zenklo savybe.

b
e Jei f(x) >0 atkarpoje [a, b, tai j F(x)dx>0.

a

b
e Jei f(x)<0 atkarpoje [a, b], tai If(x)dx <0.

a

6) Palyginimo savybe.
b b
Jei f(x)= g(x) atkarpoje [a, b, tai j F(x)dx > j o(x)dx.
a a
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APIBREZTINIO INTEGRALO SAVYBES .

7) Apibréztinio integralo jvertis.

Tarkime, kad m= min _f(x)ir M = max _f(x). Tada
xe|a;b] xela;b]

b
m(b—a)ij(x)deM(b—a).

a
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APIBREZTINIO INTEGRALO SAVYBES .

8) Vidutinés reikSmés teorema.
Jei funkcija f(x) tolydi atkarpoje |[a, b], tai egzistuoja tos

atkarpos taskas c, kuriame
b
[ f()dx = fe)b-a).
a

1
b—a

b
j f(x)dx vadinama vidutine funkcijos f(x)

a

fe)=

reik§me atkarpoje [a, b|.
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APIBREZTINIO INTEGRALO SAVYBES .

Pavyzdziai:
1
1. ]vertinti integralg: _[ Va+x2dx,
0

2. ApskaiCiuoti  funkcijos  f(x)=10+2sinx+3cosx  viduting

reikSme atkarpoje [0, 27].
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APIBREZTINIS INTEGRALAS SU
KINTAMU VIRSUTINIU REZIU

Jeigu funkcija f(x) yra integruojama atkarpoje [a, b], 0X€E [a, b],

tai j1 bus integruojama ir atkarpoje [a, x]. Nagrinésime j f (t)dt.
a

K3 jis reiskia geometriskai?

AV Tai kreivines trapecijos, turincios
y= f(x) kintancig kraSting Ax, plotas.
Plotas bus kintamas ir priklausys
nuo x padéties. Todel galima
uzrasSyti

]C f(t)t = o(x).

a
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APIBREZTINIS INTEGRALAS SU
KINTAMU VIRSUTINIU REZIU

4 )
Teorema. Jei funkcija f(x) — tolydi atkarpoje |a,b],

@'(x)= f(x) kiekviename atkarpos taske x.
- J

I§ ¢ia seka, kad ®(x) yra funkcijos f(x) pirmyksté atkarpoje
la, b].
I§vada: Taigi, kiekviena tolydi [a,b| funkcija f(x) turi

pirmykste funkcijg

D(x)= ]C f(t)t.
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APIBREZTINIS INTEGRALAS SU
KINTAMU VIRSUTINIU REZIU

Pavyzdys. Kam lygi integraly

1) jf(t3+1)y’t, 2)j
1

1Svestine kintamojo x atzvilgiu?

4+t

Matematika 2 (P130B002)
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NIUTONO-LEIBNICO FORMULE .

Georema. Jei funkcija f(x) tolydi atkarpoje [a,b| ir F(x) —\
kuri nors jos pirmyksté funkcija Sioje atkarpoje, tai
b
[ f(x)dx = F(b)-F(a).
- ’ /
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NIUTONO-LEIBNICO FORMULE

Irodymas. Tolydi atkarpoje [a, b] funkcija f(x) turi pirmykste,

X

lygia [ /(o).

a
Kadangi pagal salyga F'(x) irgi yra funkcijos f(x)
pirmykste, tai jos turi skirtis tik konstanta, todél

X

[yt =Fx)+C.

a
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NIUTONO-LEIBNICO FORMULE .

a
Jeigu x = a, gautume jf(t)dt = F(a)+C,

- /
A4

0
0=F(a)+C, —-F(a)=C.

Taigi, If(t)dt =F(x)—-F(a).

b
Jeigu x = b, gautume Jf(t)dt =F(b)—-F(a).

a
S1 formulé vadinama Niutono — Leibnico formule.

22




NIUTONO-LEIBNICO FORMULE

Skirtuma F'(b) — F'(a) jprasta zyméti F (x)\z. Tada

b
[ 1)t =F ), = F(b)-F(a).

Pavyzdys.

1 .
( 5 +sin x]a’x
cos™ x
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KA ISMOKOM

* Integralin¢ suma 1r apibréztinis integralas
(Rymano);

* Apibréztinio integralo savybes;

* (Geometrine intepretacija;

* Integralas su kintamu virsutiniu réziu;

* Niutono — leibnico formulée.
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KITA PASKAITA

* Apibréztinio integralo skai¢iavimo metodai:
v’ Kintamyjy keitimo metodas;
v'Integravimo dalimis metodas;
v'Simetriniai réziai; B
v'Integralai

sin” xdx, |cos” xdx.

S IR
O 0 [ N

* Geometrinis apibréztinio integralo taikymai: w
v'Figuros plotas; R
v'Kreives lanko ilgis;
v'Sukinio taris.
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UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI

Jei funkcijos f (I) =d+x° atkarpoje [ﬂ'; 2] maziausia reikSmé m=2,
o didziausia reikimé M =22, tai teisinga nelygybeé:

2
a) 25.["44+x2:ﬁ:£2ﬁ;
0
2
b) 4£jﬂ4+x2dx54ﬂ;
0
2
c) ﬂﬂjﬁi4+xzcit£2;
0

d) Teisingo atsakymo néra.

Matematika 2 (P130B002)
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UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI .

ApskaiCiuokite funkcijy vidutines reikSmes nurodytose atkarpose:

a) f(x)=cos’ x, ;-:E|:{]';E:|- b) f(x)=+x-2,xe[2:6]

2
1

l++2x+1

¢) flx)= ,XE [ﬂ;4]- d) f(x)=xsin I,IE[I];TE]_

Matematika 2 (P130B002)
27




ktu

Medziaga galima rasti:
www.tany.It/stud N TICTN Y
matematika2 . 2 b 1

Parengé: Tatjana Sidekerskiené” i

E-mail: tatjana.sidekerskiene@ktu.lt


http://www.tany.lt/stud

