4 PASKAITA
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KINTAMUJU KEITIMO METODAS

b
ﬁeorema. Tarkime, kad integrale j £ (x)dx kintamasis x \

a
pakeistas pagal formule x = ¢(¢). Jeigu:
1) f(x) tolydi atkarpoje [a, b|,

2) o(t) ir ¢'(¢) tolydzios atkarpoje [o; 5]
3) ¢(t) reikdmiy aibé yra atkarpa [a, b], be to,

pla)=a, (/)(ﬁ)=b tai

jf )dx = jf o'(t)dt .
- /




KINTAMUJU KEITIMO METODAS

Pavyzdziai:
1 4
f xdx 5 SIn? f dx 5 —In2
= ——2In2; = 2 —1InZ;
1++/x 3 1+V2x+1

0 0




INTEGRAVIMO DALIMIS METODAS .

Teorema. Sakykime, kad wu(x) 1ir v(x) — diferencijuojamcb
atkarpoje |a, b] funkcijos. Tuomet
b ; b
judv = uv\a — jvdu
\ a a

Pavyzdys. .

e
f In(x +1)dx =1
0




sin” xdx, |cos” xdx

O e 0 | N
O G 10 |

INTEGRALAI

Sie integralai apskai¢iuojami panaudojant formules:

(n—1)!"

T 7T l L
Py Py n—nelyginis
2 . , 2 , n!! b yg b
jsm xdxzfcos xdx =4
(-1 7 .
0 0 -—, n—lyginis.
nll 2

\

T
o ® [ d 3 3 x
Pavyzdziai: |sin’ xdx; J‘ sin* de.
0



SIMETRINIAI REZIAI

/ Teorema. Tarkime, kad f(x) tolydi atkarpoje [-a,a], (a > 0) \

funkcrja.
Tuomet
( a
Tf () = 2 ({ f(x)dx, kai f(x)-lyginé funkcija,
- 0, kai f(x)—nelyginé funkcija.




SIMETRINIAI REZIAI

Pavyzdziai

1
Nelyginé funkcija - j xdx =
-1

1

szdx =

-1

Lygin¢ funkcija -

1 1
J-xzdx:ZJ‘xzdx:Z
-1

|

f(x)=x" B

[0 =2 =22 3
< o

0 3 0

J(x)=x
J(=x)=—x

_x
2




GEOMETRINIS APIBREZTINIO INTEGRALO
TAIKYMAS

1. Figuros ploto skaiCiavimas staCiakampéje koordinaciy
sistemoje 1r kai kreive duota parametrinéemis lygtimis;

2. Kreivées lanko ilgio skaiiavimas staCiakampeje
koordinaciy sistemoje 1ir kai kreivé duota parametrinémis
lygtimis;

3. Sukinio turio skaiCiavimas staCiakampéje koordinaciy

sistemoje;




FIGUROS PLOTO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

1. Zinome, kad kreivinés trapecijos plotas yra lygus

apibréZtiniam integralui.

t7 y=71x)=z0,
y=f(x) x=a,x=>b
s § = £(x)ax
0| a b > ’




FIGUROS PLOTO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

Jeigu f(x)<0, tai grafikas bus po x aSimi ir plotg gausime su ,,—
zenklu.

Jeigu skaiCiuosime integralg — jis bus neigiamas, taCiau skaiCiuojant
plota, imame integralo absoliuting reikSme:

YA
a b
0 IR b

q S = If(x)dx

/\_/ ¢
i y=71)
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FIGUROS PLOTO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

2. Jeigu funkcijos f(x) grafikas kelis kartus kerta x asj, tai dalis
ploto yra vir§ x aSies, dalis — Zemiau jos. Tokiu atveju
skaiCiuojame kiekvienos dalies plotg atskirai ir sudedame
Juos.

b

+ [ f(x)dx

d

d

! f (x)dx

S = [ f(x)dx +
y=f(x)




FIGUROS PLOTO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

3. Jeigu figurg riboja dviejy funkciyy grafikar y= f(x) 1r
y=g(x) (f(x)=g(x)), tai
b

. S = [ £(xr—[ gty = [(/ ()= g )

/—'/-y:f(x)
; . 5

Y = g(x)

o .

a b
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FIGUROS PLOTO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

4.  Jeigu figira yra simetriska, ieSkome vienos dalies ploto 1r

dauginame 1S daliy kiekio:

A R

S =4[ f(x)dx

y=f(x 0

13




FIGUROS PLOTO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

Pavyzdys.
Apskai¢iuokite figuros, apribotos kreivémis y—x’+1=0, x—y+5=0
plota.

y=x"-1,
y=x+5

Ju susikirtimo taskat:

x’=1=x+5

X, =-2,x,=3




FIGUROS PLOTO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

5. Jeigu y=f(x) yra sudétinga iSraiSka, galima iSreiksti
x = g(y) tuomet integralo kintamasis bus y ir integravimo

intervalas bus [c, d| (v aSyje).
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FIGUROS PLOTO SKAICIAVIMAS, KAl KREIVE
DUOTA PARAMETRINEMIS LYGTIMIS

x = x(t),
y=ylt)tely, ] -
tai kreivinés trapecijos, apribotos Sios kreivés, Ox aSies ir tiesiy
x=a, x =b, plotas lygus |

6. Jeigu kreive duota parametrinéemis lygtimis {

réziai f; ir ¢y randami 1§ lygCiy

a=x(n)b=x) ((O20.1cln) o
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FIGUROS PLOTO SKAICIAVIMAS, KAl KREIVE
DUOTA PARAMETRINEMIS LYGTIMIS

2 2

Pavyzdys. Apskaiciuokite fig@iros, apribotos kreive XZ + % =1 plota.

Elipsés parametrinés lygtys yra

{x =2cost,

A

/\2 > X x=2, tzarccosgzarccoslzo

t =arccos— = arccos = —
p 2

y=3sint. XE€ [0,2], V€ [O, 3] - I ketvirtis.

-7,

S = 4j3s1nt( 2sint )t = —24ISIH tdt—24jsm tdt =24 T

0

2 2
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KREIVES LANKO ILGIO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

Duota: kreivé y = f(x), tolydi atkarpoje |a,b], f'(x) - taip pat
tolydi. Rasti: jos ilgj (4B)= L.

b b
N L= [1+(f(x))dx = [ds.
y=f(x ‘ . ‘
/\ B dS =+/1+ y'“dx
n dS — kreivés lanko ilgio diferencialas.
0 « p X
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KREIVES LANKO ILGIO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

Pavyzdys.
v . . P o
Apskaiciuoti kreives y =2+ x",0<x <11, lanko 1lgj.

:(2\/>) Ex —3\F ﬁ J1+9x.

Tuomet
11

3
11 bt
L= j@dx:;(”%h :227(\/1003 —W): 74
0

3

2 o
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KREIVES LANKO ILGIO SKAICIAVIMAS, KAI
KREIVE YRA DUOTA PARAMETRINEMIS LYGTIMIS

X = x(t),

y=yt)teln, b]
x(t) ir y(¢) - tolydzios atkarpoje [¢{, ¢, |, turingios tolydzias i§vestines.

Tarkime, kreivés lygtys yra tokios: {

b
Kai kreivés lanko lygtis buvo y= f(x), tai Lz.[\/1+(y'(x))2dx.

a B
Norint pereiti prie kitokios y 1SraiSkos, turime pakeisti kintamajj X ‘ il
’ " .

Ve = y—f, dx=x,dt, a=x(t),b=x(ty),

Xt

t N2 t
L—j‘\/lJ{yf) -x;dtzj\/(x;)2+(y;)2dt.
4 *

t
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KREIVES LANKO ILGIO SKAICIAVIMAS, KAI
KREIVE YRA DUOTA PARAMETRINEMIS LYGTIMIS

N L. X=acos’t .
Pavyzdys. Apskaiciuoti astroideés lanko 1lgj.
y=asm"t
g "z 2 2
L= [+ (04 d
4

x X =3a cos’ t-(—sint),

V= 3asin? ¢ - cost
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KREIVES LANKO ILGIO SKAICIAVIMAS, KAI
KREIVE YRA DUOTA PARAMETRINEMIS LYGTIMIS

Figura simetriska, tai imsime I ketvirt): ¢ € {O,}.

Lanko 1lg; apskaiciuosite tik I ketvirtyje ir gautg rezultatg padauginsime 1S 4.

T T
2 2 4 2 2 . 4 2 :
L:4j\/9a cos tsm“t+9a“ sin " tcos tdtleaJ'sintcostdt: ek
0 e

T

— 124 [ sin td(sint) =122 — 64

oy <

-
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SUKINIO TURIO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

1. Jei kreiviné trapecija, apribota kreivés y = f(x)
ir tiesiy y = 0,x = a,x = b, sukama apie as; Ox,

tai gauto sukinio turis lygus:
b

V.=m f y2dx
a
2. Jei kreiviné trapecija, apribota kreivés y = f(x)
ir tiesiy y = 0, x = a,x = b, sukama apie as; Oy,

tal gauto sukinio turis lygus:
b

V, =21 | xydx
! 7

JLY
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SUKINIO TURIO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

3. Jei figlira, apribota kreiviy y; = f1(x), y, = fo(x)
(0< fi(x) < fo(x)) irtiesiyx = a,x = b,
sukama apie as] Ox, tai gauto sukinio tuaris lygus:

b
V, = nf(yzz — yi)dx
a

4. Jei figiira, apribota kreiviy y; = f1(x), vy, = f5(x)
(0<filx) < fo(x))irtiesiyx = a,x = b,

sukama apie as] Oy, tai gauto sukinio turis lygus: 4,
b y, = f,|x)

W = Zﬂfx(yz — y)dx %
a ¥ = fi(x)

24 0 a b

X



SUKINIO TURIO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

5. Jei kreiviné trapecija, apribota kreivés x = @(y)
irtiesiy x = 0,y = ¢,y = d, sukama apie asj Oy, dm_

tai gauto sukinio turis lygus: o
d i
_ 2
Vy=m f x“dx

C
6. Jei figtira, apribota kreiviy x; = @, (y), x, = @, (y)

(0 <1(¥) S @(y)) irtiesiyy = ¢,y =d,
sukama apie as} Oy, ta1 gauto sukinio tiris lygus:

b
V, = nf(x% — x%)dx
a
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SUKINIO TURIO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

Pavyzdys. ApskaiCiuokite tir; sukinio, gauto kreives
y= \/; , =0, x=1 apribotg figiirg sukant apie Ox,
apie Oy as].

Ay sukant apie Ox:
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, b
|

V, = ﬂjyzdx

a

»

0 B i 4
V.=rx (\/;)261136272')6—
X O 4
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SUKINIO TURIO SKAICIAVIMAS
STACIAKAMPEJE KOORDINACIY SISTEMOJE

Yy sukant apie Oy asj:
b
@ ”””””””””””””” Vy = 27ZJ- xydx
a
7 |
— p<an - 1 \/73 X2 4x
M‘/I > X Vyzzjz"([x X dx:272'7 :7

2 o
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KA ISMOKOM

* Apibréztinio integralo skai¢iavimo metodai:
v’ Kintamyjy keitimo metodas;
v Integravimo dalimis metodas;
v'Simetriniai réZiai; i

cos” xdx.

= e L AL

vIntegralai |[sin" xdx,

» Geometrinis apibréztinio integralo taikymai: == 3
v'Figiiros plotas; =
v’ Kreivés lanko ilgis;
v'Sukinio taris.

28




KITA PASKAITA

* Apibreztinis integralas su begaliniais
Integravimo reziais;

* Neapreztyju funkceijy netiesioginiai integralai.
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