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5 PASKAITA

APIBREZTINIS INTEGRALAS SU BEGALINIAIS
INTEGRAVIMO REZIAIS. -
NEAPREZTUJU FUNKCIJU NETIESIOGINIAI INTEGRALAI (2 vaI )
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EGZAMINO PRIORITETINIAI KLAUSIMAI

* Netiesioginiy integraly su begaliniais
Integravimo réziais sgvoka;

* Jy konvergavimo bei divergavimo pozymiai
(be ;rodymo).




APIBREZTINIS INTEGRALAS SU __
BEGALINIAIS INTEGRAVIMO REZIAIS

b
Kalbédami apie j £ (x)dx reikalavome, kad f(x) bity:
a
e tolydi intervale [a, b];
e g irb — baigtiniai.

Dabar nagrineésime atvejus, kai bent viena 1S Siy salygy yra
nepatenkinta, t.y.:
e girb — begalimai;
e f(x)— turi trikj intervale |a, b].




APIBREZTINIS INTEGRALAS SU __
BEGALINIAIS INTEGRAVIMO REZIAIS

Tarkime f(x) yra apibréZta ir tolydi visuose intervalo
la, + ) taskuose.

Tuomet ji integruojama bet kurioje atkarpoje [a, b], b > a.
b
Vadinasi, integralas j f(x)dx turi prasme. Nagrinésime $io

a
integralo riba, kai b — +o0.



APIBREZTINIS INTEGRALAS SU

BEGALINIAIS INTEGRAVIMO REZIAIS a0
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Apibrézimas: Jeigu egzistuoja Iim I f(x)dx (baigting), tai ji

b—>+oo

vadinama funkcijos f(x ) netiesioginiu integralu
su virSutiniu begaliniu réZiu [a, + o) ir Zymima

jf dx = lm jf(x)dx

b—>+00 .
a /

Jeigu riba egzistuoja,

tai

sakome, kad netiesioginis

integralas konverguoja, je1 ne (t.y. begalin¢ riba) -

diverguoja.



APIBREZTINIS INTEGRALAS SU
BEGALINIAIS INTEGRAVIMO REZIAIS

K3 netiesioginis integralas reiSkia geometriskai?

Ay
y=f(x)

b
/\/ Jeign f(x)>0, tai [ f(x)dx

reiSkia kreivin€s trapecijos
plota.

: | > x
0

a b

+00
Kai b—> -+, kreivinés trapecijos plotas didés ir [ f(x)dx reiks
a
begalinés kreivinés trapecijos plotg. Taciau Sis plotas gali buti
baigtinis ir begalinis.



APIBREZTINIS INTEGRALAS SU
BEGALINIAIS INTEGRAVIMO REZIAIS

a O a X
b—+o, f(x)—>0 b— 40, f(x)—> +o
b b
lim x)dx=A lim X)dx =0
b—>+oo;[f( ) b—)+oo£f( )

Integralas konverguoja. Integralas diverguoja.



APIBREZTINIS INTEGRALAS SU _
BEGALINIAIS INTEGRAVIMO REZIAIS

AnalogiSkai apibréziamas atvejis, kar a — —o0.

b b
j f(x)dx= lim j £ (x)dx — netiesioginis integralas su
o a—>—o0"

apatiniu begaliniu réziu.

Gali 1r abu réziai buti begaliniai:

+00 % +00 c b
[ f()ax = [ f(x)dx+ | f(x)dxzagrgw | f(x)dx+b£n+1w | £ (x)ax

- netiesioginis integralas su dviem begaliniais réziais.
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APIBREZTINIS INTEGRALAS SU _
BEGALINIAIS INTEGRAVIMO REZIAIS

Pavyzdys.
Toae Voo T Uoax 0 ax
j 2:.[ 2+j 2:hmj , + lim 2
o l+x o l+x o 1+x a—>=0" 14+x° bty 1+x
. 0 : b
= lim arctgy + lim arctgx, =
a—>—o0 b—>+o0
= Im arctg0—arctga+ hm arctgb—arctg0 =
a—>—o0 b—>+0

=— lim arctga+ lim arctgh=
a—>—a0 b—>+0

T 7T
-2)

Integralas konverguoja.



APIBREZTINIS INTEGRALAS SU _
BEGALINIAIS INTEGRAVIMO REZIAIS

Netiesiogin] integralg galima apibréZzti taip:
+00
jf(x)dx = F(+0)-F(a).
a

Jeigu egzistuoja pirmykstés funkcijos reikSme begalybéje, tai ir
integralas konverguoja.

Netiesioginio integralo skai¢iavimui taitkome:
e tiesioginio Integravimo metoda,
e integravimo dalimis metoda,
e kintamyjy keitimo metoda.
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NETIESIOGINIY INTEGRALUY SU BEGALINIAIS
REZIAIS KONVERGAVIMO POZYMIAI

Daznai praktikoje nebiitina Zinoti tikslios integralo reikSmeés, pakanka
nustatyti ar jis konverguoja, ar diverguoja. Ta nustatyti pades
konvergavimo pozymiai.

4 +o0 )

1 Teorema (Kosi kriterijus): Jeigu j f(x)dx konverguoja, tai konverguoja

a i 7 t.«

+00
ir I £(x)dx.
k - i /}
Si teorema tinka bet kokiai f(x), turindiai ir teigiamas, ir neigiamas i

1kS T
reikSmes.
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NETIESIOGINIY INTEGRALUY SU BEGALINIAIS
REZIAIS KONVERGAVIMO POZYMIAI

ﬁ Teorema (Palyginimo pozymis): \
+00

1) Jeigu 0L f (x)Sg(x) ir Vx j g(x)dx — konverguoja, tai

a

+00
konverguos ir mazesnis j £ (x)dx e
2) Jeigu Vx 0< f(x)< g(x) ir j f(x)dx — diverguoja, tai ir .

+00

\ didesnis diverguos, t.y. j g(x)dx diverguos.

a
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NETIESIOGINIY INTEGRALUY SU BEGALINIAIS
REZIAIS KONVERGAVIMO POZYMIAI

Apibrézimas: Integralas J. f(x vadinamas  absoliuciai
k0nvergu0J anCiu, je1 konverguoja  integralas
ﬂ fx \dx.




NETIESIOGINIY INTEGRALUY SU BEGALINIAIS
REZIAIS KONVERGAVIMO POZYMIAI

Jeigu Zmotume su kokia funkcija galima palyginti tirlamgjg
funkcijg, galétume naudoti palyginimo poZymius.

1 < dx
Daznai palyginimui naudojama — —,a>0.
x4 x¢
a
Tarkime o # 1,
+00
dx +fox_adx _ x—a+1 _ 1
o _ a—1
X . a+1 ; (1-a)x
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NETIESIOGINIY INTEGRALUY SU BEGALINIAIS
REZIAIS KONVERGAVIMO POZYMIAI

1) a>1,tadaa—1>0:

+00

] 1 1 vl

1 -1 il -

I—a)x*7 |,  (l—a)+x)*" (-a)a e

K i

— konverguoja. e
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NETIESIOGINIY INTEGRALUY SU BEGALINIAIS
REZIAIS KONVERGAVIMO POZYMIAI

2) a<l,tada ad—1<0:

+00

a_
X
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NETIESIOGINIY INTEGRALUY SU BEGALINIAIS
REZIAIS KONVERGAVIMO POZYMIAI

3) a=1: T
AY a .
/ — diverguoja.

ISvada:

o

X

T dx | konverguoja, kai o > 1,
- diverguoja, kai o <1.

a
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NETIESIOGINIY INTEGRALUY SU BEGALINIAIS
REZIAIS KONVERGAVIMO POZYMIAI

Pavyzdys. IStirti konvergavima: j de .

alyginimui naudosime %F =37 x € le, : i
nesx=>e, Inx>1. A2 '
fﬁkféii
1 i < Inx E%
o= 3 <1, J iy dx — diverguoja, tai ir dldesnls ?dx dlverguos
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NETIESIOGINIY INTEGRALUY SU BEGALINIAIS
REZIAIS KONVERGAVIMO POZYMIAI

6 Teorema (Ribinis palyginimo poZymis): Tarkime, kad intervalh
[a, + oo) apibréztos dvi teigiamos funkcijos f (x) r g(x).

Jeigu egzistuoja baigtiné riba lim u )=k>0, tai
x—>+0 2(X)
+00 +00

a a

\ konverguoja arba diverguoja.

Pastaba: kalbant apie integraly konvergavimg kartu, & gali buti =0. &
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netiesioginial integralai j f dx Ir I a(x dx karfu ‘ .
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NEAPREZTUJU FUNKCIJU
(TRUKIU FUNKCIJU) NETIESIOGINIAI INTEGRALAI

SAVARANKISKAI
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https://moodle.ktu.edu/pluginfile.php/149333/mod_resource/content/4/4T Teorija . Netiesioginiai integralai %28AZ%29.docx.pdf

KA ISMOKOM

* Netiesioginiy integraly su begaliniais
integravimo réziais savoka,;

 Jy konvergavimo bei divergavimo pozymiai
(be ;rodymo).
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KITA PASKAITA

* Dwvilypis integralas dekarto koordinatése;
* Duvilypis integralas polinése koordinatése.
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