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6 PASKAITA

DVILYPIS INTEGRALAS DEKARTO KOORDINATESE, . % « %

DVILYPIS INTEGRALAS POLINESE KOORDINATESE.(3 val.)




EGZAMINO PRIORITETINIAI KLAUSIMAI

* Dvimaté integraliné suma ir sagvoka;

* Dvilypio integralo savybés;

* Dyvilypio integralo geometriné prasme;

* Dyvilypio integralo apskaiCiavimas
staCiakampéje koordinaciy sistemoje;

* Dyvilypio integralo apskaifiavimas polinéje
koordinaciy sistemoje.




DVILYPIO INTEGRALO SAMPRATA

Zinome, kad vieno kintamojo funkcijos apibréZtinis integralas
yra

b n
[ f()dx = lim 3" f(c;)- Ax;, A =max Ax;,
g A—0.2

&ia integravimo sritimi yra [a, b], x € [a, b] — vienmaté sritis.

yl.




DVILYPIO INTEGRALO SAMPRATA

Integralo sampratg galime apibendrinti tam atvejui, kai
integravimo sritis yra dvimaté, esanti plokStumoje xOy (D).
Srities D kontiirg sudaro baigtinis skai¢ius tolydziy kreiviy, kuriy
kiekviena i§reiskiama lygtimi y = f(x) ar x = g(y).

Tuomet minéta sritis vadinama
N kvadruojama (turinti plotg).
’ ) Kita srities D salyga — jos
apreéztumas (j1 nera begaline ).
Duota f-ja z = (x,y), kuri yra

tolydi 1ir apibrézta uzdaroje,

apréztoje kvadruojamoje srityje D.




ALGORITMAS:
1.

padaliname srit) D | n daliy D, D,, ..., D,,, kuriy
plotai yra atitinkamai 45,,4S,,...,4S,;

A

kiekvienoje i daliy pasirenkame po taska il
M;(x;,y;) ir apskaiCiuojame f-jos z = (x,y) D, D
reikmes pasirinktuose taskuose, A A
ty. f(Mp) = f(xi,y0), (@ =1,n). ﬁ
Gausime n funkcijos reiSmiy; 0

3. gautas funkcijos reikSmes, suskaiCiuotas
taSkuose f(M;) padauginame i$ atitinkamos
srities ploto 4S;.

| Gauname n sandaugy f(M;) - 4S; (i = 1,n);

. 4. sudékime visas gautas sandaugas:

0 = Z?=1f(xi:3’i) - A5;.

Gautoji suma yra vadinama dviejy kintamuyjy f-jos
f(x,y) Rymano dvimate integraline suma.




DVILYPIO INTEGRALO SAMPRATA

Tam, kad suma nepriklausyty nuo padalinimo budo ir taSky
vietos pasirinkimo, pareikalaukime, kad padalinimas biity toks
tankus, kad sri¢iy D; plotai AS; artéty j nulj. Taip atsitiks, kai

sri¢iy skersmenys d; artés j nulj.

Kai AS; — 0, sritis D; bus panasi j staciakampj, kurio krastinés

A.X'i 1r Ayl .

Pazyméje A = max{d;}, d; — srities D;
skersmuo, 1r apskaiciave ribg, ka1 4 — 0,
pasieksime, kad o nepriklausity nuo jos
padalinimo ir tasky M; pasirinkimo.
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DVILYPIO INTEGRALO SAMPRATA

Kpibréiimas: Rymano integralinés sumos baigtiné riba, kai
A—>0 (n—> o), vadinama funkcijos f(x,y)

dvilypiu integralu apréztoje srityje D.

n n
}Liir(l) Zf(xi; yl') -AS; = }LILI(I) Zf(xi,yi) Ax; - Ay; =
t=1 i=1

_ = j | e yddndy

~

/




DVILYPIO INTEGRALO SAMPRATA

Salygos, kad dvilypis integralas egzistuotuy:
1) f(x,y)— integruojama (tolydi, turinti i§vesting);
2) sritis D — apréZzta, apribota tolydziomis kreivemis, kuriy
lygtys y = f(x) arba x = g(y);
3) f(x,y) — aprézta. Jeigu biity neaprézta, tai kurioje nors is
daliy j1 buty neaprézta, tai ir sandauga f - AS bty begaling,

tuo paciu ir riba buty =o0. O reikalavome, kad egzistuoty
baigtiné riba.



DVILYPIO INTEGRALO GEOMETRINE
PRASME

TCgUl f('xa y)

— aprezta,

— tolydi1 funkcija,

— neneigilama apibréZzta srities D taskuose (uzdaros srities).

Funkcija z= f(x,y) geometri§kai reiskia pavirsiy. Jeigu
f(x,y) apibrézta srities D taSkuose, tai pavirSiaus pagrindu yra
sritis D, sudaryta i$ (x, y) tasky.




DVILYPIO INTEGRALO GEOMETRINE

PRASME

10

Gausime cilindroida,

kurio:
. pagrindas — sritis D,
. virSuje pavirSius
z=f (X >V )9

. sudaromosios,
lygiagreCios Oz asial.



DVILYPIO INTEGRALO
GEOMETRINE PRASME

Integraliné suma

n
o= f(x,y)-AS,
i=1
reiSkia elementariyjy cilindry, kuriy pagrindas AS; ir aukstiné
f (xl.,yl.), turly suma.

Viso cilindro tiris ¥ ~ o. Si lygybé bus tuo tikslesné, kuo t

srities D; plotelis AS; bus maZesnis, tuo jis bus artimesnis . ..
s

staClakampiui. Taigi, riboje gauname cilindroido tirij

[ V= ﬁiE(}anf (x,,3,)-AS, = ” f(x,y)dxdy, A =maxi{d;|. .
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VIDEO

DVILYPIO INTEGRALO
VIZUALIZACIJA



https://www.youtube.com/watch?v=GHBMiscPE-g

DVILYPIO INTEGRALO
GEOMETRINE PRASME

Kadangi funkcija f(x,y) — apréZta ir integruojama, tai riba

egzistuoja ir bus lygi tiirio reikSmel.

Taigi dar karta: tolydZios, neneigiamos funkcijos f(x,))
integralas lygus cilindroido tariui.

Jei f(x,y)=1,Vxe D, tai

a n
[[dxay = [[dS = lim > AS; = Sy,  srities D plotas.
D D A—0.25
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DVILYPIO INTEGRALO SAVYBES

f(x,y)ir g(x, y) — integruojamos srityje D; a, 8 € R.

1) TiesiSkumas:

[ (e (x, y)+ Be(oe, y)dxdy = e[| £ (x, y)dxdy + B[ g(x, y)dxdy.

D D D

2) Adityvumas: Jeigu sritis D= D; U D5, D; (1D, =, tai
[[ 7 Ge.y)axdy = ([ £ (x.y)dxdy + [[ f(x,p)dxdy.
D D, D,

Geometrin¢ interpretacija duoda akivaizdy jrodyma:
cilindroido taris = jo daliy turiy sumai.

14



DVILYPIO INTEGRALO SAVYBES

3) Pastovaus Zenklo savybé: Jeigu f(x,y)>0 V(x,y)e D, tai ir

”f(x,y)dxdy > 0.
D

4) Palyginimo savybé: Jeigu f(x,y)> g(x,y) V(x,y)e D, taiir

”f(x, y)dxdy > Hg(x, y)dxdy.
D D

T.y. aukStesnis cilindroidas turi didesn; tirj, kai pagrindas D
yra tas pats.
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DVILYPIO INTEGRALO SAVYBES .

5) Integralo modulio jvertis:

| £ Ge, y)dxy < [[1f(x, y)dxdy.
D

D

6) Dvilypio integralo jvertis:

M= max f(x,y), m= mm f(x,y), Sp — srities D
(x,y)eD (x,y)eD

plotas. Tada

m-Sp SHf(x,y)dxdySM-SD.
D
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DVILYPIO INTEGRALO SAVYBES .

7) Vidutinés reikSmés teoremas:

f (x,y) — tolydi uzdaroje srityje D. Tada srityje D egzistuoja
toks taskas P(x,y), kad

|| reeaxdy = £y,
D

17




DVILYPIY INTEGRALU SKAICIAVIMAS

Y= (%) 1) Jeigu egzistuoja

@, (x)
[ £, y)dv, Vx € [a,b), tai
o1 (x)
b ¢r(x)
jjf x.y)dedy = [dx [ f(x.p)dy

> x a @ (X)

(kal D yra taisyklinga y atzvilgiu).

D={(xy)]a<x<b oy(x)<y <y (x)]

Matematika 2 (P130B002)
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DVILYPIY INTEGRALU SKAICIAVIMAS

x=p(v) J' j’ f(x,y)dxdy =
D

d ¢y
= [dy [ f(x,y)dx
¢ oy)

C b N : (kai D yra taisyklinga x
5 > X atzvilgiu).

b
G P

L D={xy)c<y<d o(y)<x<p(y)

Matematika 2 (P130B002)
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DVILYPIY INTEGRALU SKAICIAVIMAS

A
Y
y=d 3) Kai sritis D yra staCiakampis:
dj— g f D:{(x,y)\aﬁxﬁb,céyﬁd},
L y=c = tai
C _______ | |
0 . a > X

b d d b
|| £ Ge,)dxdy = [ dx [ £ (x, y)dy = [dy | f(x,)dx
& D a c c a

Matematika 2 (P130B002)
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DVILYPIY INTEGRALU SKAICIAVIMAS

https://www.symbolab.com/solver/double-integrals-calculator

1 5
Pavyzdys: 1) Apskaiciuoti: j dx j (x+y)dy.
0 3

2) Apskaiciuoti: [[(x? + y2 hixdy.
D

D:{(x,y) \yzO,y:xz,x=1}.

21


http://fooplot.com/#W3sidHlwZSI6MCwiZXEiOiJ4XjIiLCJjb2xvciI6IiMwMDAwMDAifSx7InR5cGUiOjEwMDB9XQ--
https://www.symbolab.com/solver/double-integrals-calculator

DVILYPIU INTEGRALUY REZIU KEITIMAS

Pavyzdys. Pakeiskite integralo

1 2

1—x
| ax f Gy

0

integravimo tvarkg;
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DVILYPIU INTEGRALUY REZIU KEITIMAS




DVILYPIS INTEGRALAS POLINESE
KOORDINATESE

Tais atvejai, kai integravimo srity D riboja:

e apskritimy lankai,

e kreives, kuriy polinés lygtys nesudétingos,
dvilyp; integralg patogiau integruoti polinéje koordinaciy
sistemoje.
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DVILYPIS INTEGRALAS POLINESE
KOORDINATESE

RySys tarp Dekarto ir poliniy koordinaciy sistemy:
X =pCOSQ
y=psmge

© — polinis spindulys (0 < p < ),
@ — polinis kampas (0 < ¢ < 27).
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DVILYPIS INTEGRALAS POLINESE

KOORDINATESE

Py

26

Tegul f(x,y) — tolydi
funkcyja, apibrézta uzdaroje
srityje D.  Koncentriniais
o =const  apskritimais 1r
@ = const spinduliais
padalijame srity 1 n daly.




DVILYPIS INTEGRALAS POLINESE
KOORDINATESE

Nagrinekime i—3j] plotel] — kreiviny keturkampy abcd, apribota

spinduliais p; ir p; + Ap; be1 kampais @; ir @; + Ag;.

abcd keturkampio krastinés ab 1lgis lygus Ap;, o ad yra
2R

360°
Musy zyméjimais buty p; - Ag;.

apskritimo lankas -a=Ra.

Sio keturkampio plotas AS;, kal n — oo, bus = staciakampio
plotui p
AS; = p; - Ag; - Ap;.
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DVILYPIS INTEGRALAS POLINESE
KOORDINATESE

Kiekviename plotelyje parenkame taska M(x;,y;),
patogumo d¢le1 — kreivinio keturkampio virsun¢je. Tuomet

”f(x,y ds = lim Zf(xl,yl) AS; =

S, —0

= lim Zf(pl cos@;, p; sin @;) - p; - Agp; - Ap; =
AS; —0

(n—)oo)l =]

— Hf(pcosgo,psin 0)pdpdg
D

= pdpdp— ploto diferencialas polinéje koordinaciy

sistemoje.
28




DVILYPIS INTEGRALAS POLINESE
KOORDINATESE

B=0, +Ag, Jei sritis D yra taisyklinga (t.y. spindulys kerta
kontiirg tik dviejuose taskuose)

ir srities ACB lanko lygtis p = p; (@),
o lanko AEB lytis p = p,(¢),
" sritis prasideda kampu « ir baigiasi 3,
. >, ftai dvi‘ly.p% integralg galima iSreiksti
kartotiniais:

p Pz(fp)
[ = ]f e f do f F(pcosg, psing)pdp
D

a p1(@)
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DVILYPIS INTEGRALAS POLINESE
KOORDINATESE

Jeigu polius bus integravimo srities viduje ir bet koks
spindulys, einantis per poliy kirs kontiirg 1 taske, ta1 formulé

JAJ‘f(xay)dXdy —
D
27 plo) )
= [do [ f(pcosp, psin p)pdp
0 0

o - p(¢p) - kontiiro lygtis polinéje
koordinaciy sistemoje.

30
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DVILYPIS INTEGRALAS POLINESE
KOORDINATESE

Pavyzdys: Apskaiciuokite dvilyp; integralg j j 2y dxdy,
x2 + y?

ka1 integravimo sritis yra
D={(C;y)9<x*+y?2<16,x <0,y > 0}.

T
Ay fdf 2p sin @ q
@/ J ¥ p? cos? ¢ + p? sngopp
2

oSS
&y4 Ats: 2

31




DVILYPIS INTEGRALAS POLINESE
KOORDINATESE

Pavyzdys: Apskaiciuokite dvilypj integralg

” x>+ v dxdy, kai sritis
D
D:{(x;y)‘03x2+y2 S4y,y2—x,y2x}.

4 sin @

f Jp?cos2 @ + p?sin? ¢ pdp
0

1602
Ats: -

XX +(y-2)* =4

32



VIDEO

DVILYPIO INTEGRALO
VIZUALIZACIJA

DVILYPIO INTEGRALO
PAGRINDAI



https://www.youtube.com/watch?v=GHBMiscPE-g
https://www.youtube.com/watch?v=85zGYB-34jQ

DVILYPIY INTEGRALU TAIKYMAI

* Geometrijoje: plokScios figtiros plotas S = j j dxdy
D

34




DVILYPIY INTEGRALU TAIKYMAI

* Kiino tiiris (cilindro) :

Kai kiing i$ virSaus riboja pavirsius f(x, y),

1S apacios to pavirSiaus projekcija xOy plokStumoje - sritis

b

1S Sony — cilindrinio pavirsiaus,

kurio sudaromosios lygiagrecial Oz aSiai

v = [[ reyydxdy
D

35




DVILYPIY INTEGRALU TAIKYMAI

 Kuno tiiris, kai vra du pavirsiai:

Kai kiing riboja i8 virSaus pavirSiaus z = z,(x, y);
i§ apacios z = z,(x, y);

1S Sony - cilindrinis pavirsSius, kurio sudaromosios || Oz;
srites D — kuino projekcija xOy,

plok§tumoje z,(x,y) = z;(x,y),V(x,y) € D h2

V= lf (z, — zy)dxdy

i
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DVILYPIY INTEGRALU TAIKYMAI

* Plokscios figiiros masé

m = f J p(x,y)dxdy, ¢&iap — tankis
D
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DVILYPIY INTEGRALUY TAIKYMAI

Svorio centro koordinates

= (e, .= [[p ey

Inercijos momentai

Iy = ﬂ(f +37 )p(x, y)drdy,

I = ||y o n)dsdy, 1, = ||+ plx, y)dxdy,




DVILYPIY INTEGRALU TAIKYMAI

e Pavirsiaus ploty skai¢iavimas :

5= || J1+ 200+ F2Coyddady
D
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KA ISMOKOM

* Dvimate integraliné suma ir savoka.

* Dvilypio integralo savybes;

* Dvilypio integralo geometrin¢ prasme;

* Dvilypio integralo apskaiCiavimas
staClakampeéje koordinaCiy sistemoje;

» Dvilypio integralo apskai¢iavimas polingje w4
koordinaciy sistemoje. | '

40




KITA PASKAITA

* Pirmos eilés diferencialines lygtys:
v Pagrindinés savokos;
v Ko$i uzdavinys;
v' Diferencialinés lygtys atskiriamais
kintamaisiais;
v" Homogeninés lygtys.

41




UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI

UZduotys 1S moodlo

—x?2

» Pakeiskite integralo fol dx lex-z

f (x,y)dy integravimo tvarka;
* Pakeiskite integralo | 01 dx f\%—x f(x,y)dy integravimo tvarka;

-y

* Pakeiskite integralo | 01 dy f:yz ,, f(x,y)dx integravimo tvarka.

» Apskaiciuokite integralg [, xydxdy, kai integravimo sritis D
apribota tiesiyx = 0,x =2,y =0,y = 1.

Matematika 2 (P130B002)

42


https://moodle.ktu.edu/pluginfile.php/149327/mod_resource/content/1/3.2S U%C5%BEdaviniai.Dvilypis integralas.pdf

ktu

Medziaga galima rasti:
www.tany.It/stud N TICTN Y
matematika2 . 2 b 1

Parengé: Tatjana Sidekerskiené” i

E-mail: tatjana.sidekerskiene@ktu.lt
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