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j P(x,y)dx + Q(x,y)dy —Vvadinamas antrojo tipo kreiviniu integralu kreive L=AB
AB

Jei turime kreive erdvéje R3 ir jos taskuose duotas tolydzias f-jas
P(x,y,2),0(x,vy,2z),R(x,y,2), tai

R3:
f PCx, 3, 2005 40 G v, )y 1 RGe v, 2)d

L
Integrale tikslumo délei reikeéty zymeti ir apejimo kryptj:

L* —jei teigiama O,
L~ — jei neigiama U.

f P(x,y)dx + Q(x,y)dy — jei integralas uzdaru kontaru.
L
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SkaicCiavimas:
1. Jei kreivé erdvéje R? duota lygtimi y = f(x) (jei f-jai y = f(x) egzistuoja
atvirkstiné f-ja x = Y (y) ir y = f(x) — monotoniné atkarpoje AB), tada
b

d
j P(x,y)dx + Q(x,y)dy = j P(x, f(x))dx + f QWm), Y)dy

AB a

2. Kitais atvejais:

b

J SR AP A AV J (PCe f0) +Q(x f @) - () dx

AB a

2

1 uzduotis. Apskaiiuoti | - Y _dx+(1+x%)dy , kai
1 + X

L:y = arctg(x),A(0;0),B (1,%). ATS: %(%)3 +1
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SkaicCiavimas:
1. Jei kreivé erdvéje R? duota lygtimi y = f(x) (jei f-jai y = f(x) egzistuoja
atvirkstiné f-ja x = Y (y) ir y = f(x) — monotoniné atkarpoje AB), tada
b

d
j P(x,y)dx + Q(x,y)dy = j P(x, f(x))dx + f QWm), Y)dy

AB a

2. Kitais atvejais:

b

J SR AP A AV J (PCe f0) +Q(x f @) - () dx

AB a

2 uzduotis. Apskaigiuoti j (X — y)dx + X - dy, kai
L

L:y = 4 — x2,A(1;3), B(2,0). ATS:—29/6
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Skaiciavimas:
1. Jei kreivé erdvéje R? duota lygtimi y = f(x) (jei f-jai y = f(x) egzistuoja
atvirkstiné f-ja x = Y(y) ir y = f(x) — monotoniné atkarpoje AB), tada

b d
| Payidx + QG ydy = [ Pl fG)dx + [ 0@0), 1y
AB a c
2. Kitais atvejais:
b
| Pesyrdx+ @G ydy = [ (Pl @) + 0 f@) - /() d
AB a

3 uzduotis. Apskai¢iuoti jf (x? + y2)dx + xy -dy , kai L* yra:
L+

y=z dy=0

]
%= " /
dx=0 B y=x-d, dy=0x
d. oy 32

B @ ATS: ——
3
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Kreivé duota parametrinémis lygtimis erdvéje R?:

to

j P(x,y)dx + Q(x,y)dy = j P(x(1),y(®)) - x'(®)dt + Q(x(t),y(®)) - y' (t)dt

AB ts

2

2
4 uzduotis. Apskaiciuoti j (x—2y)dx + xy°dy , kai AB —elipsés % + y: =1
AB

lankas | ketvirtyje. ATS: g(n - 1)
¢ x =:3cos(t),
5 uzduotis. Apskaiciuoti J~ X-dy+y-dx kaiL: { y = 3sin(t),
y TRy (A(3;0), B(0;3)
A ATS: 0
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Il TIPO KREIVINIAI INTEGRALAI

Skaiciuojant II-o tipo kreivinius integralus tenka pastebéti, kad kai kurie visiskai
nepriklauso nuo integravimo kelio, o priklauso tik nuo pradinio ir galutinio

taSky padéties.

6 uzduotis. Apskaiciuoti | 2xy - dx+ X’ -dy, kai )
AB

AB: <

Priminimas:

f J/ = j(,

2

Yo%

3

Y =X
|A(0;0),B(1;1)

ATS: 1

b

| Pesyrdx + QG ydy = [ (PG f@) + 0 f@) - () d

AB

a
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T: Jei f-jos P(x,y) ir Q(x,y) yra apibréztos ir tolydzios drauge su dalinémis
1Svestinémis g—i ir g—g vienajungéje srityje D, tada visos Sios sglygos yra

ekvivalencios:

1. % P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0, ¢ia L € D ir yra glodi;
L

2. j P(x,y)dx + Q(x,y)dy nepriklauso nuo integralo kelio, ¢ia A, B € D,
AB

3. reiskinys P(x,y)dx + Q(x, y)dy yra tam tikros funkcijos u(x, y), apibréztos
srityje D, pilnasis diferencialas du: du = P(x,y)dx + Q(x, y)dy;

P _

%y g—i. (Patikrinti ar Sig salyga tenkina 6 uzduotis.)
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Jei 2—5 = g—g, tai 3€ P(x,y)dx + Q(x,y)dy nepriklauso nuo integravimo kelio.
L

7 uzduotis. Apskai¢iuosime
(2;3)

E— f (x + 3y)dx + (y + 3x)dy

(1;1)
ATS: 20,5

b d
Priminimas: fP(x,y)dx+Q(x,y)dy = jP(x,f(x))dx+JQ(l,b(y),y)dy

AB

b

| Peuyrdx+ QG ydy = [ (PG @) + 0 f@) - () da

AB a
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Mechaniné prasmé: darbas, kurj atlieka materialus taskas, judédamas kreive L,
veikiantis jégy F = P(x, y)T + Q(x, y)J, kuriy projekcijos yra P(x, y) ir Q(x, y)
1 koordinaciy asSis

A= j P(x,y)dx + Q(x,y)dy
L
8 uzduotis. Apskai¢iuokite darba, kurj atlicka jéga
F=(x?- 2xy)T+ (y? — 2xy)]J,
perkeldama materialyjj taska kreive L: y = x2 i tasko A(1; 1) j taska B(—1;1)
ATS: —
15

Priminimas: b
j P(x,y)dx + Q(x,y)dy = f (P(x,f(x)) +Q(x, f(x)) -f’(x)) dx

AB a
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Jei funkcijos P(x, y) ir Q(x, y) bei ju dalinés iSvestinés 3—5 Ir g—i yra tolydzios

jj(—jdx dy = §P dx+Q-dy

kai L —srities D kontiiras, apeinamas teigiama kryptimi.
Plokscios srities D plotas :

uzdaroje srityje D, tai

1
:Eixdy—y-dx

9 uzduotis. Taikydami Gryno formule apskai¢iuokite kreivinj integrala
§ 2(x* + y*)dx + (X + y)“dy, kai kreivé L — AABC kontiiras, kai A(1; 1),
“B(2;2), C(1; 3), ribojantis sritj D, apeinama teigiama kryptimi.
4
ATS: - =
3

10 uZzduotis. Apskaiciuoti §

(x + 3y)%dx + (3x% + y)dy, kai
D={(x,y)|x< y£1,0£x<1l}

ATS: -6
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