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II TIPO KREIVINIAI INTEGRALAI

 

𝐴𝐵

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 −vadinamas antrojo tipo kreiviniu integralu kreive L=AB

Jei turime kreivę erdvėje 𝑅3 ir jos taškuose duotas tolydžias  f-jas 

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 , 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑧 , 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 , tai

𝑅3: 

Integrale tikslumo dėlei reikėtų žymėti ir apėjimo kryptį:

𝐿+ −jei teigiama ↺,
𝐿− − jei neigiama ↻.

jei integralas uždaru kontūru.

 

𝐿

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑦 + 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑧

 

𝐿

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 −



1 užduotis.   Apskaičiuoti                                      , kai 

𝐿: 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥 , 𝐴 0; 0 , 𝐵 1,
𝜋

4
.                                        ATS: 

1

3

𝜋

4

3
+ 1

II TIPO KREIVINIAI INTEGRALAI

Skaičiavimas:

1. Jei kreivė erdvėje 𝑅2 duota lygtimi 𝑦 = 𝑓 𝑥 (jei f-jai 𝑦 = 𝑓 𝑥 egzistuoja 

atvirkštinė f-ja 𝑥 = 𝜓 𝑦 ir 𝑦 = 𝑓 𝑥 − monotoninė atkarpoje 𝐴𝐵), tada 

2. Kitais atvejais:

 

𝐴𝐵

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =  

𝑎

𝑏

𝑃 𝑥, 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +  

𝑐

𝑑

𝑄 𝜓 𝑦 , 𝑦 𝑑𝑦

 

𝐴𝐵

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =  

𝑎

𝑏

𝑃 𝑥, 𝑓 𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑓 𝑥 ∙ 𝑓′ 𝑥 𝑑𝑥

dyxdx
x

y

L

)1(
1

2

2

2






2 užduotis.   Apskaičiuoti                                  , kai 

𝐿: 𝑦 = 4 − 𝑥2, 𝐴 1; 3 , 𝐵 2,0 .                                                   ATS:  −29 6

II TIPO KREIVINIAI INTEGRALAI

Skaičiavimas:

1. Jei kreivė erdvėje 𝑅2 duota lygtimi 𝑦 = 𝑓 𝑥 (jei f-jai 𝑦 = 𝑓 𝑥 egzistuoja 

atvirkštinė f-ja 𝑥 = 𝜓 𝑦 ir 𝑦 = 𝑓 𝑥 − monotoninė atkarpoje 𝐴𝐵), tada 

2. Kitais atvejais:

 

𝐴𝐵

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =  

𝑎

𝑏

𝑃 𝑥, 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +  

𝑐

𝑑

𝑄 𝜓 𝑦 , 𝑦 𝑑𝑦

 

𝐴𝐵

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =  

𝑎

𝑏

𝑃 𝑥, 𝑓 𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑓 𝑥 ∙ 𝑓′ 𝑥 𝑑𝑥

 
L

dyxdxyx )(



3 užduotis.   Apskaičiuoti                                      , kai 𝐿+ yra: 

ATS: −
32

3

II TIPO KREIVINIAI INTEGRALAI

Skaičiavimas:

1. Jei kreivė erdvėje 𝑅2 duota lygtimi 𝑦 = 𝑓 𝑥 (jei f-jai 𝑦 = 𝑓 𝑥 egzistuoja 

atvirkštinė f-ja 𝑥 = 𝜓 𝑦 ir 𝑦 = 𝑓 𝑥 − monotoninė atkarpoje 𝐴𝐵), tada 

2. Kitais atvejais:

 

𝐴𝐵

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =  

𝑎

𝑏

𝑃 𝑥, 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +  

𝑐

𝑑

𝑄 𝜓 𝑦 , 𝑦 𝑑𝑦

 

𝐴𝐵

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =  

𝑎

𝑏

𝑃 𝑥, 𝑓 𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑓 𝑥 ∙ 𝑓′ 𝑥 𝑑𝑥






L

dyxydxyx )( 22



4 užduotis. Apskaičiuoti                                   , kai 𝐴𝐵 −elipsės 
𝑥2

9
+
𝑦2

4
= 1

lankas I ketvirtyje.                                                            ATS: 
9

2
𝜋 − 1

5 užduotis. Apskaičiuoti                          kai 𝐿:  

𝑥 = 3cos 𝑡 ,
𝑦 = 3sin 𝑡 ,

𝐴 3; 0 , 𝐵 0; 3

ATS: 0

II TIPO KREIVINIAI INTEGRALAI

Kreivė duota parametrinėmis lygtimis erdvėje 𝑅2:

 

𝐴𝐵

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =  

𝑡1

𝑡2

𝑃 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 ∙ 𝑥′ 𝑡 𝑑𝑡 + 𝑄 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 ∙ 𝑦′ 𝑡 𝑑𝑡

 
AB

dyxydxyx 2)2(

,
)( 22 



L
yx

dxydyx



6 užduotis. Apskaičiuoti                                  kai

𝐴𝐵:

𝑦 = 𝑥,

𝑦 = 𝑥2,

𝑦 = 𝑥3,

𝐴 0; 0 , 𝐵 1; 1

ATS: 1

Priminimas: 

II TIPO KREIVINIAI INTEGRALAI

Skaičiuojant II-o tipo kreivinius integralus tenka pastebėti, kad kai kurie visiškai 

nepriklauso nuo integravimo kelio, o priklauso tik nuo pradinio ir galutinio 

taškų padėties.

 
AB

dyxdxxy ,2 2

 

𝐴𝐵

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =  

𝑎

𝑏

𝑃 𝑥, 𝑓 𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑓 𝑥 ∙ 𝑓′ 𝑥 𝑑𝑥



II TIPO KREIVINIAI INTEGRALAI

T:  Jei f-jos 𝑃 𝑥, 𝑦 ir 𝑄 𝑥, 𝑦 yra apibrėžtos ir tolydžios drauge su dalinėmis 

išvestinėmis
𝜕𝑃

𝜕𝑦
ir 
𝜕𝑄

𝜕𝑥
vienajungėje srityje 𝐷, tada visos šios sąlygos yra 

ekvivalenčios:

1. čia 𝐿 ∈ 𝐷 ir yra glodi;

2. nepriklauso nuo integralo kelio, čia 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐷;

3. reiškinys 𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 yra tam tikros funkcijos 𝑢 𝑥, 𝑦 , apibrėžtos 

srityje 𝐷, pilnasis diferencialas 𝑑𝑢: 𝑑𝑢 = 𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦;

4.
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 
𝜕𝑄

𝜕𝑥
. (Patikrinti ar šią sąlygą tenkina 6 užduotis.)

 

𝐿

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0,

 

𝐴𝐵

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦



II TIPO KREIVINIAI INTEGRALAI

Jei  
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 
𝜕𝑄

𝜕𝑥
, tai                                           nepriklauso nuo integravimo kelio.  

𝐿

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

7 užduotis. Apskaičiuosime 

𝐼 =  

1;1

2;3

𝑥 + 3𝑦 𝑑𝑥 + 𝑦 + 3𝑥 𝑑𝑦

ATS: 20,5

Priminimas:

 

𝐴𝐵

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =  

𝑎

𝑏

𝑃 𝑥, 𝑓 𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑓 𝑥 ∙ 𝑓′ 𝑥 𝑑𝑥

 

𝐴𝐵

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =  

𝑎

𝑏

𝑃 𝑥, 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +  

𝑐

𝑑

𝑄 𝜓 𝑦 , 𝑦 𝑑𝑦



II TIPO KREIVINIAI INTEGRALAI

Mechaninė prasmė: darbas, kurį atlieka materialus taškas, judėdamas kreive 𝐿, 

veikiantis jėgų  𝐹 = 𝑃 𝑥, 𝑦  𝑖 + 𝑄 𝑥, 𝑦  𝑗, kurių projekcijos yra 𝑃 𝑥, 𝑦 ir 𝑄 𝑥, 𝑦
į koordinačių ašis 

𝐴 =  

𝐿

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

8 užduotis. Apskaičiuokite darbą, kurį atlieka jėga

 𝐹 = 𝑥2 − 2𝑥𝑦  𝑖 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦  𝑗, 

perkeldama materialųjį tašką kreive 𝐿: 𝑦 = 𝑥2 iš taško 𝐴 1; 1 į tašką 𝐵 −1; 1

ATS: 
14

15

Priminimas:

 

𝐴𝐵

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =  

𝑎

𝑏

𝑃 𝑥, 𝑓 𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑓 𝑥 ∙ 𝑓′ 𝑥 𝑑𝑥



GRYNO FORMULĖ

Jei funkcijos 𝑃 𝑥, 𝑦 ir 𝑄 𝑥, 𝑦 bei jų dalinės išvestinės 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
ir 
𝜕𝑄

𝜕𝑥
yra tolydžios 

uždaroje srityje 𝐷, tai 

kai 𝐿 −srities 𝐷 kontūras, apeinamas teigiama kryptimi.

Plokščios srities D plotas :

9 užduotis. Taikydami Gryno formulę apskaičiuokite kreivinį integralą

kai kreivė 𝐿 − ∆𝐴𝐵𝐶 kontūras, kai 𝐴 1; 1 ,

𝐵 2; 2 , 𝐶 1; 3 , ribojantis sritį 𝐷, apeinama teigiama kryptimi.        

ATS: -
4

3

10 užduotis. Apskaičiuoti  𝐿 𝑥 + 3𝑦 2𝑑𝑥 + 3𝑥2 + 𝑦 𝑑𝑦, kai

.                                                                        ATS: - 6

 

















LD

dyQdxPdydx
y

P

x

Q

 
L

dxyxdyS
2

1

,)()(2 222 dyyxdxyx
L



 10,1|),(  xyxyxD
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